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Résumé —
Une méthode est proposée pour inclure des critères de rupture quadratiques dans l’optimi-

sation topologique avec un matériau anisotrope. Le critère de rupture est calculé localement
en exprimant les quantités d’intérêt dans le repère global au moyen de la méthode polaire. La
contrainte d’optimisation est obtenue par une approximation par valeur inférieure de la valeur
maximale du critère sur la pièce, permettant à la fois de réduire le nombre de contraintes et
de relaxer les singularités numériques. La validité de la méthode est démontrée sur deux types
d’optimisations, mettant en évidence l’influence de la prise en compte de la résistance sur la
forme de la solution optimisée.
Mots clés — paramètres polaires, SIMP, composites, anisotropie distribuée, agrégation

1 Introduction
Les méthodes d’optimisation topologique classiques sont focalisées sur la seule prise en

compte de la rigidité [1, 2]. Cependant, cela ne suffit pas pour aboutir à des résultats pratiques.
En effet, ce type d’optimisation topologique aboutit généralement à des solutions qui peuvent ne
pas satisfaire d’autres contraintes mécaniques, telles que la rupture. Celle-ci a été introduite avec
succès en tant que contrainte de l’optimisation topologique avec des matériaux isotropes [3, 4].
Néanmoins, ces travaux identifient trois difficultés principales : i) l’espace de conception peut
dégénérer lorsque des contraintes d’optimisation sont formulées sur les contraintes mécaniques
en provoquant des singularités numériques [5], ii) la contrainte mécanique est une dimension
locale, il y a donc une contrainte d’optimisation par élément du maillage EF, et iii) le coût
numérique du calcul du gradient peut devenir prohibitif, puisque la contrainte mécanique en un
élément dépend du champ complet des variables d’optimisation. Pour contrer la dégénérescence
de l’espace de conception et éviter des minima locaux, des technique de relaxation des contraintes
mécaniques peuvent être utilisées [6], combinées à des techniques d’agrégation pour obtenir un
nombre restreint de contraintes d’optimisation [7]. Une autre approche proposée par Verbart et
al. [8] consiste à pallier le problème de singularité de la contrainte mécanique et de sa nature
locale par l’utilisation d’une technique de relaxation et d’agrégation simultanée, au moyen de la
fonction "lower Kreisselmeier–Steinhauser" (LKS). Cette technique permet d’obtenir une unique
contrainte d’optimisation qui approche par valeur inférieure la valeur maximum du critère de
rupture pour tous les éléments de la structure. Finalement, l’agrégation des contraintes permet
l’utilisation de la méthode adjointe pour le calcul des gradients de ce critère de rupture, afin de
réduire les couts numériques de l’optimisation.

L’inclusion de l’anisotropie dans l’optimisation topologique constitue un autre défi. Les tra-
vaux publiés sont peu nombreux et se limitent le plus souvent à la prise en compte de la rigidité
seule [9]. Seules quelques études récentes se sont focalisées sur l’inclusion de la rupture anisotrope.
Lund [10] a par exemple utilisé l’optimisation topologique pour déterminer les empilements de
stratifiés composites à base de plis Uni-Directionnels (UD) à orientations fixes avec un critère
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de rupture. Au contraire, Mirzendehdel et al. [11] ont incorporé un critère de rupture anisotrope
dans des structures obtenues par fabrication additive. Finalement, Ma et al. [12] ont proposé
une méthode d’optimisation en tenant compte du critère Tsai-Wu avec des fibres courbes. Les
contraintes mécaniques y sont exprimées dans le repère matériau des fibres afin d’évaluer la
rupture.

Cette communication propose une nouvelle stratégie de prise en compte de critères de rupture
anisotropes pour des matériaux composites renforcés de fibres continues , qu’elles soient courbes
ou à orientation fixe. La méthode est basée sur la technique d’agrégation et relaxation par
valeur inférieure de la rupture locale. La rupture est évaluée pour différents types de critères
quadratiques, qui sont décrits par le formalisme polaire, afin de les exprimer dans le même
repère global que les contraintes mécaniques. Des résultats de la méthode sont montrés sur des
optimisations à fibres courbes et orientations fixes, démontrant l’influence de la prise en compte
de la contrainte de résistance sur la forme de la solution optimisée.

2 Méthodologie
Le problème d’optimisation global considéré ici est donnée en (1). Cela consiste en une mi-

nimisation de la fraction volumique vf , représentant le ratio de matière par rapport à l’espace
de conception. L’optimisation est soumise à une contrainte de rigidité par le biais d’une va-
leur maximale de la compliance C0 (la compliance étant égale à l’énergie de déformation de la
structure). Finalement, gLKS

k est la contrainte d’optimisation qui prend en compte la rupture.
L’obtention de cette contrainte est expliquée en plus de détail dans la Section 2.3.

min
ρ,ϕ1

vf (ρ)

s.t. C(ρ,ϕ1) ≤ C0

gLKS
k (ρ,ϕ1) ≤ 0
ρ ∈ [ρmin,1]
ϕ1 ∈ [−ϕ1,ϕ1]

(1)

La résolution du problème mécanique est faite au moyen de la méthode des éléments finis (EF)
([K]U = F). [K] est la matrice de rigidité globale, F le vecteur de force et U les déplacements
nodaux. La compliance C est alors calculée comme C = UT [K]U. L’espace de conception est
défini par le maillage EF. Les variables de conception sont les distributions de densité ρ et
celle des directions de fibres d’un pli Uni-Directionnel (UD), ϕ1. Le problème d’optimisation est
résolu par une méthode à gradient, l’algorithme MMA, comme détaillé en [13].

2.1 Variables d’optimisation

La topologie dans le problème d’optimisation est décrite par un champ de densité, confor-
mément à la méthode SIMP (Solid Isotropic Material Interpolation) [1]. Cette méthode consiste
à assigner à chaque élément une densité ρ(i), utilisée pour représenter la présence (ρ = 1) ou
l’absence de matière (ρ = ρmin). ρmin est fixé à 0.001 afin d’éviter des problèmes de singularité
lors de l’analyse EF. Le tenseur d’élasticité [Q(i)] utilisé pour l’analyse mécanique est obtenu à
partir de (2), où [Q0] est le tenseur élastique du matériau de base. p est l’exposant SIMP qui
permet de forcer la convergence des valeurs de densité vers leur valeur maximale ou minimale,
de sorte à obtenir un design aux contours clairement définis, fixée à p = 3 dans cette commu-
nication. Finalement, pour éviter le phénomène de damier sur la solution optimisée, un filtre
linéaire est utilisé sur les variables de densité.

[Q(i)] = ρp
(i)[Q0(i) ] (2)

Le comportement élastique anisotrope macroscopique du composite est décrit par le forma-
lisme polaire [14]. Un tenseur d’élasticité [Q0(i) ] est défini pour chaque élément, qui dépend de
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l’orientation ϕ1 du matériau UD. Le même filtre linéaire est également appliqué aux orientations
pour garantir la régularité des distributions.

2.2 Critère de rupture

La modélisation de la rupture pour des plis UD est décrite par un critère quadratique. Le
critère le plus fréquent est le le critère de Tsai-Wu, décrit en (3). Ce critère dépend d’admissibles
différents selon la direction considérée et différentie également le tenue en traction et en com-
pression (Xt,Xc,Yt,Yc,S). Ce critère est basé sur les contraintes mécaniques locales (σ1,σ2, τ12)
exprimées dans le même repère que les admissibles, qui est typiquement le repère matériau du
pli.

σ2
1

XtXc
+ σ2

2
YtYc

−
√

1
XtXc

1
YtYc

σ1σ2 +
( 1

Xt
− 1

Xc

)
σ1 +

( 1
Yt

− 1
Yc

)
σ2 + τ12

S2 ≤ 1 (3)

L’enveloppe de rupture de Tsai-Wu (3) peut être écrite sous une forme tensorielle compacte
comme indiqué dans (4). Cette notation réduite est aussi valable pour d’autres critères du
type Tsai-Hill ou Hoffman [15]. σ est le vecteur des contraintes mécaniques, et [F (ϕ1)] et G
contiennent les informations sur les admissibles selon le type de critère.

σT [F (ϕ1)]σ+σTG(ϕ1) ≤ 1 (4)

On reformule (4) en introduisant le facteur multiplicatif s1 (5). Si s1 ≥ 1, le critère est
considéré comme satisfait et il n’y a pas de rupture.

s2
1σ

T [F (ϕ1)]σ+s1σ
TG(ϕ1)−1 = 0 (5)

Dans la méthode proposée, les contraintes mécaniques restent exprimées dans le repère EF
global. Ce sont les admissibles [F (ϕ1)] et G qui sont tournés du repère matériau local au repère
EF global. Pour cela, la décomposition polaire [14] des critères de rupture [15] est utilisée. Cela
permet d’exprimer les composants de [F (ϕ1)] et G dans le repère global selon (6) et (7) pour
une orientation de fibre donnée ϕ1. l,γ,γ0,γ1,λ,λ0 et λ1 sont les invariants polaires du critère
de rupture, calculés à priori pour des admissibles donnés.

Fxx = γ0 + 2γ1 + (−1)lλ0 cos4(ϕ1) + 4λ1 cos2(ϕ1)
Fxy = −γ0 + 2γ1 − (−1)lλ0 cos4(ϕ1)

Fxs/2 = (−1)lλ0 sin4(ϕ1) + 2λ1 sin2(ϕ1)
Fyy = γ0 + 2γ1 + (−1)lλ0 cos4(ϕ1) − 4λ1 cos2(ϕ1)

Fys/2 = − (−1)lλ0 cos4(ϕ1) + 4λ1 sin2(ϕ1)
Fss/4 = γ0 − (−1)lλ0 cos4(ϕ1)

(6)

Gx = γ + λcos2(ϕ1)
Gy = γ − λcos2(ϕ1)

Gs/2 = λsin2(ϕ1)
(7)

2.3 Contrainte d’optimisation de rupture

La stratégie adoptée pour définir la contrainte d’optimisation est basée sur celle proposée
par Verbart et al. [8], où la relaxation est combinée à l’agrégation grâce à l’utilisation d’une
approximation inférieure de la valeur maximale du critère de rupture. Par conséquent, une va-
leur équivalente des contraintes mécaniques peut être utilisée. Cela consiste à utiliser le tenseur
d’élasticité correspondant au matériau de base (densité de 1) pour calculer les contraintes mé-
caniques à partir des déformations évaluées par EF selon (8).

σeq
(i) = [Q0(i) ]ε(i) (8)
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La valeur de σeq
(i) est alors utilisée dans (5) avec les admissibles exprimés dans le repère

global obtenu par la rotation ϕ1 équivalente à l’orientation des fibres. Par après, une contrainte
d’optimisation locale ḡ(i) est obtenue comme suit :

ḡ(i) := ρ(i)

(
1

s1(i)

−1
)

≤ 0 (9)

Finalement, l’agrégation par valeur inférieure est réalisée au moyen de la fonction "lower
Kreisselmeier–Steinhauser" (LKS), exprimée en (10).

gLKS
k = ḡmax + 1

µ
ln

 1
N

∑
j∈Ωk

exp
(
µ
[
ḡ(j) − ḡmax

]) (10)

Ωk est l’ensemble des éléments considérés dans l’agrégation, et gLKS
k devient la valeur de

la contrainte d’optimisation pour cet ensemble. N est le nombre de valeurs dans l’ensemble
Ωk. ḡmax est le maximum des g(i) de cet ensemble, et est introduit pour éviter des problèmes
numérique. µ est le paramètre d’agrégation, dictant la précision de l’approximation. Le gradient
cette contrainte d’optimisation est obtenue par méthode adjointe.

3 Résultats et discussion
La méthode proposée est testée sur le cas académique de la poutre en L [3], pour des op-

timisations topologiques en considérant la rupture. Tout d’abord, des résultats d’optimisations
topologiques avec des fibres rectilignes à orientations fixes sont montrés pour différents critères
de rupture quadratiques. Ceci est suivi de solutions pour des optimisations de la topologie et
des orientations de fibres distribuées sur la structure.

3.1 Topologie et orientations fixes

Une minimisation de vf avec seule la contrainte de rupture est abordée avec des orientations
fixes des fibres UD (ϕ1 = 0◦, 135◦ et 90◦). Différents critères de rupture sont comparés dans
l’optimisation : Tsai-Wu, Hoffman et Tsai-Hill. La visualisation des enveloppes de ces critères
dans le repère matériau est donnée dans la Figure 1. Les résultats d’optimisation avec ces
différents critères sont montrées dans la Figure 2.

Figure 1 – Enveloppe des critères de rupture quadratiques de Hoffman, Tsai-Wu et Tsai-Hill
dans le repère matériau σ1 −σ2 et σ2 − τ12.

Les solutions obtenues sont sensibles à l’orientation du matériau. Cela s’explique par le fait
que le chemin d’effort est influencé par la topologie, mais également par la rigidité anisotrope.
Cette anisotropie privilégie le chargement le long de la direction des fibres. Par exemple, la barre
oblique inférieure gauche suit l’orientation dans des fibres à 135◦. De plus, les grandeurs sont un
ordre de magnitude supérieur le long des fibres, promouvant encore plus le chargement axial.

En regardant la distribution de la valeur du critère de rupture local g(i), celle-ci est globale-
ment uniforme sur la structure, montrant un niveau de rupture similaire. Bien que la contrainte
d’optimisation agrégée gLKS soit satisfaite, certaines des contraintes locales ḡ(i) sont supérieures
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𝑣𝑓 = 24.71%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.12

𝑣𝑓 = 25.44%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.14𝑣𝑓 = 28.89%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.14

𝑣𝑓 = 28.58%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.13 𝑣𝑓 = 24.34%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.13 𝑣𝑓 = 20.71%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥= 0.09

𝑣𝑓 = 20.88%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.13

𝑣𝑓 = 22.76%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.13

𝑣𝑓 = 28.93%, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.13

Figure 2 – Distribution des contraintes de rupture locale g(i) pour la minimisation du volume
avec différents critères de rupture quadratiques pour des orientations UD fixes de 0◦, 135◦ et
90◦. Informations présentées pour les éléments optimisés avec une densité finale ρ ≥ 0,3.

à 0, ce qui signifie que le critère de rupture n’est pas satisfait. C’est une conséquence de la
sous-estimation de la fonction LKS. Néanmoins, des niveaux de rupture similaires ne signifient
pas des mécanismes de rupture similaires. Les chargements locaux par rapport aux différents
admissibles entraînent l’activation de différents mécanismes de rupture, car le chemin d’effort
local n’est pas toujours aligné sur la direction de la fibre. Par exemple, pour le cas 0◦, la rupture
transverse est critique dans les barres verticales. Au contraire, la rupture par cisaillement peut
être observée dans le cas 90◦ dans la barre supérieure droite presque horizontale. En outre, selon
les orientations (0◦ et 90◦), un arrondi est obtenu au coin rentrant. Au contraire, la solution
à 135◦ présente plutôt une pente, où la concentration de contraintes est évitée en raison de la
redirection des chemins d’effort axialement dans la barre.

En examinant les solutions pour un critère de rupture donné (par exemple Tsai-Wu), on
obtient différents volumes finaux pour les différentes orientations. La solution la plus légère est
celle pour laquelle les fibres rectilignes sont orientées à 90◦ de l’axe horizontal. En effet, les
zones les plus chargées de situent dans les barres verticales. De plus, avec l’orientation UD à90◦,
la fibre et les admissibles en rupture les plus forts sont alignés avec cette charge. Inversement,
les solutions obtenues avec l’orientation à 0◦ sont les plus lourdes car les valeurs admissibles
transverses sont les plus faibles dans les barres verticales.

3.2 Topologie et fibres courbes

Pour évaluer l’effet de la contrainte de rupture sur l’optimisation topologique dans le cas de
fibres courbes, le cas traditionnel de la minimisation du volume avec seulement une contrainte
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de compliance (C0 = 5500 mJ) est donné dans la Figure 3. Cela montre l’angle droit obtenu
au coin rentrant, qui rigidifie la solution au maximum. Cependant, à cet angle droit et dans les
barres en compression, le critère de rupture de Tsai-Wu n’est pas satisfait.

𝑣𝑓 = 30.36%, C = 5498.28 mJ, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = 4.90, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 5.19

Figure 3 – Solution pour la minimisation du volume avec une contrainte de compliance (C ≤
5500 mJ) pour l’optimisation de la topologie et de l’orientation locale du matériau composite
orthotrope. Informations affichées pour des éléments optimisés avec une densité finale ρ ≥ 0,3.

On ajoute ensuite à l’optimisation la contrainte de résistance, conformément au problème en
(1). Cela permet d’évaluer l’influence et la bonne prise en compte du critère dans le processus.
La solution de cette optimisation est montrée dans la Figure 4.

𝑣𝑓 = 43.89%, C = 5499.86 mJ, 𝑔𝐿𝐾𝑆 = -0.00, ҧ𝑔𝑚𝑎𝑥 = 0.13

Figure 4 – Solution pour la minimisation du volume avec une contrainte de rupture Tsai-Wu
et de compliance (C ≤ 5500 mJ) pour l’optimisation de la topologie et de l’orientation locale
du matériau composite orthotrope. Informations affichées pour des éléments optimisés avec une
densité finale ρ ≥ 0,3.

Tout comme la solution avec seulement la compliance, la première partie de l’optimisation
consiste à aligner les orientations avec les chemins d’effort par minimiser la compliance par
rapport à la variable d’anisotropie, selon [13]. Cette stratégie d’initialisation a également effet
de fournir un point de départ logique en alignant les orientations avec le chemin d’effort lo-
cal. En détaillant l’évolution des contraintes d’optimisation, on constate que pour les premières
itérations, la contrainte de rupture n’est pas satisfaite. L’optimisation tente donc d’abord de
satisfaire la contrainte de rupture tout en améliorant à peine l’objectif. Une fois les contraintes
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d’optimisation satisfaites, l’optimisation se concentre à nouveau sur la minimisation de l’objectif.
Néanmoins, il y a quelques violations de la contrainte de rupture au cours du processus d’opti-
misation. Cela correspond à des oscillations de l’objectif. Ce n’est cependant pas un problème
pour la stratégie basée sur le gradient, qui peut revenir de ces points infaisables vers le domaine
faisable et poursuivre ensuite l’optimisation.

En inspectant la solution optimisée, la topologie présente deux sections chargées, formant
une sorte d’arc à l’intérieur et à l’extérieur, avec des barres plus petites entre elles. L’angle droit
au coin rentrant à disparu, et les barres en compression extérieures sont devenues plus massives,
pour satisfaire le critère de rupture. Concernant l’anisotropie, les orientations finales suivent
bien la topologie, même aux jonctions.

La distribution des contraintes mécaniques est principalement contenue dans l’enveloppe de
Tsai-Wu dans le plan de référence du matériau σ1 − σ2 et σ2 − τ12. Certains états de contrainte
sont au-delà de l’enveloppe, ce qui correspond à des éléments dont la contrainte d’optimisation
locale ḡ(i) est supérieure à 0. On peut affirmer que ce problème d’optimisation est donc piloté
par la contrainte de rupture, puisque la plupart des barres de la solution sont encore fortement
sollicitées. Ceci montre la bonne prise en compte du critère de rupture anisotrope dans l’opti-
misation topologique par le biais de la méthode proposée. De plus, la barre verticale de droite
est plus épaisse, afin de promouvoir la rigidité pour la contrainte de compliance. En conséquent,
cette barre se trouve plus loin d’un chargement à rupture.

Finalement, en regardant la valeur finale de l’objectif, une fraction volumique plus élevée
est obtenue en ajoutant la contrainte de rupture dans le cas de l’optimisation en Figure 4 par
rapport à la solution en Figure 3. Cela est dû au fait que les barres en compression sont devenues
plus massives pour résister, tout comme d’autres barres en tension qui sont plus massives pour
satisfaire le critère de rigidité.

4 Conclusion
Une méthode est proposée pour prendre en compte la rupture dans l’optimisation de la topo-

logie et de l’orientation locale du matériau. La méthode est ainsi applicable à l’optimisation de
matériaux composites à fibres courbes. En se basant sur des méthodes numériques développées
pour la prise en compte de la rupture pour un matériau isotrope, celles-ci sont étendues à un
critère de rupture anisotrope quadratique. Les admissibles du critère de rupture sont exprimé
dans le repère global par le biais du formalisme polaire, afin d’évaluer le critère de rupture avec
les contraintes mécaniques obtenu par Elements Finis (EF). Pour obtenir un nombre limité de
contraintes d’optimisation et éviter des problèmes de singularité, les valeurs locales du critère
de rupture sont agrégées par valeur inférieure pour obtenir la contrainte d’optimisation. Ceci
permet en même temps d’utiliser la méthode adjointe pour calculer efficacement les gradients.

La méthode est illustrée sur différents cas d’optimisation, montrant la bonne prise en compte
de la contrainte de la rupture dans l’optimisation. De plus, par rapport au cas d’optimisation
avec la rigidité seule où la rupture est critique, la prise en compte de la rupture résulte en des
distributions de densité fort différentes. Néanmoins, l’orientation des fibres restent cohérentes
avec la topologie obtenues.
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