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Résumé — La notion de mécanique numérique pilotée par les données (Data Driven Computational
Mechanics, DDCM) a été introduite dans 1’article de Kirchdoerfer et Ortiz, CMAME, 2016, ou le com-
portement des matériaux est décrit par une base de données contraintes-déformations plutdt qu’un mo-
dele constitutif. L’ objectif de cet article est d’appliquer la méthodologie DDCM aux cas ol le matériau
peut subir des effets d’adoucissement, tels que des endommagements. Pour que le probléme soit bien
posé dans le régime d’adoucissement, une régularisation est nécessaire, qui introduit la longueur carac-
téristique manquante. Cet article introduit la méthode de régularisation Lipschitz a cette fin et démontre
Pefficacité de la méthode pour les problemes impliquant des endommagements en 1D.
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1 Introduction

La notion de DDCM a été introduite dans [1], ol les données contrainte-déformation obtenues a par-
tir d’essais, par exemple, sont utilisées directement pour décrire le comportement du matériau, plutdt que
d’utiliser un modele constitutif. Comme cela sera décrit en détail ci-dessous, I’objectif de la DDCM est
d’obtenir les états mécaniques et matériaux qui sont les plus proches les uns des autres. Les états maté-
riaux appartiennent a la base de données obtenue a partir des expériences ou des simulations réalisées a
des échelles inférieures et décrivent donc le comportement du matériau. Cette approche a été appliquée
avec succes a I’élasticité, a I’élastodynamique [2], a I’inélasticité [3], aux matériaux granulaires [4], etc.
Cependant, son application a des scénarios impliquant un adoucissement et une localisation reste rela-
tivement ouverte. Dans [4], la DDCM a été utilisée pour prédire 1’apparition de bandes de cisaillement
dans les matériaux granulaires. Pour exclure la dépendance de la solution de la taille du maillage lors
de I’analyse des bandes de cisaillement dans les milieux granulaires, [4] traite le matériau comme un
milieu de Cosserat. En plus de décrire la relation entre les contraintes de Cauchy et les déformations, une
base de données supplémentaire est utilisée pour décrire la relation entre les contraintes et déformations
d’ordre supérieur. Cependant, il est bien connu qu’une telle technique de régularisation n’est pas efficace
pour les applications qui n’impliquent pas de chargement en cisaillement, par exemple pour une fissure
chargée en mode 1.

En général, pour les matériaux qui présentent un comportement d’adoucissement, une forme de ré-
gularisation est nécessaire pour prévenir la dépendance de la solution a la taille du maillage. La régula-
risation est introduite de diverses manieres : par exemple, en introduisant le gradient d’endommagement
dans la fonctionnelle d’énergie [5, 6], les méthodes de gradient de déformation implicites et explicites
[7], ou on utilise les gradients de déformation dans la fonctionnelle d’énergie, donnant lieu a des mi-
lieux d’ordre supérieur [8], et la méthode Lipfield [9]. Toutes les approches mentionnées jusqu’a présent,
a ’exception des milieux d’ordre supérieur de gradient de déformation, nécessitent la définition d’une
variable interne telle que I’endommagement. Dans la DDCM, les variables internes ne sont pas explicite-
ment définies. Par conséquent, une régularisation Lipschitz basée sur la déformation a été introduite dans
[10], ou les gradients de déformation sont contraints a se situer dans un certain intervalle. L’efficacité de
cette approche a été démontrée pour une application en 1D dans cet article, ol un modele constitutif a
été utilisé pour décrire le comportement du matériau.

Dans cet article, I’efficacité de 1’approche introduite dans [10] sera démontrée pour des applications
utilisant la DDCM. Tout d’abord, la notion de DDCM sera brievement introduite. Ensuite, une breve
description de la technique de régularisation suivra. Son application a un cas 1D sera ensuite réalisée
avec une bréve description et une discussion des résultats obtenus.



2 La méthode Data Driven

En DDCM, les niveaux de contrainte et de déformation du corps sont décrits par les états méca-
niques et les états matériaux. Les états mécaniques sont les paires contrainte-déformation, ou les états
de contrainte satisfont les équations d’équilibre, tandis que les états de déformation satisfont les condi-
tions de compatibilité. Les états matériaux sont les paires contrainte-déformation qui appartiennent a la
base de données matérielle et décrivent ainsi le comportement du matériau. La solution du probleme aux
conditions limites est ensuite recherchée sous la forme de la paire d’états mécaniques-matériaux qui sont
les plus proches les uns des autres.

Par exemple, considérons le probleme d’une barre attachée & un ressort de raideur connue qui est
soumise a un déplacement a son extrémité droite (Figure 1). Dans ce cas, puisque la raideur du ressort
est connue, les contraintes dans la barre peuvent étre exprimées en fonction du déplacement appliqué,
up, comme 6 = k(up —u), ot u est le déplacement a 1’extrémité droite de la barre, et k est la raideur du
ressort. Ainsi, les contraintes et les déformations dans la barre satisfont I’équation & +&= ”f", ou L est
la longueur de la barre et € = u/L. Les paires contrainte-déformation qui satisfont cette condition sont
représentées par la ligne bleue sur la Figure 2. Si la base de données matérielle est telle que présentée par
les points rouges sur la Figure 2, les solutions DD sont les points qui appartiennent a ces deux états qui
sont les plus proches les uns des autres - représentés par des croix rouges (état matériel) et bleues (état
mécanique) sur la Figure 2.
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FIGURE 1 — Barre soumise 2 un déplacement [1].  FIGURE 2 — Etats mécaniques et états maté-

riaux.

De maniere formelle, en désignant les états mécaniques comme (€,0) et les états matériaux comme
(€*,6"), la solution basée sur les données est définie comme suit :

Sol €arg min min d(c,e,6",€"), (D
(o,e)eC (o*,e*)eE
ol ( )2
c—o* C
d * * — N -7 — _ ¥ 2 2
(o,e,0,€") ( 5C +2(£ z—:)), 2)

désigne la distance entre les états mécaniques (€,0) et les états matériaux (€*,0). Les variétés méca-
niques et matérielles sont données par

C={(e,0)le =u,,divo = 0,u = up sur 0Q,}, 3)
E = {(¢*,06") dans la base de données des matériaux}. 4)

La métrique C utilisée dans la distance est a priori indépendante du comportement du matériau.

2.1 Application aux scénarios avec adoucissement

Pour les matériaux qui subissent des effets d’adoucissement tels que I’endommagement, il est néces-
saire d’introduire une longueur caractéristique pour rendre le probléme bien posé. Pour introduire cette
longueur dans les problémes impliquant la DDCM, une régularisation Lipschitz basée sur la déformation
a été introduite dans [10]. Dans cet article, la longueur caractéristique est introduite en contraignant le
gradient des déformations a se situer dans un certain intervalle. En bref, si u représente le champ de dépla-
cement, alors le gradient de déformation, u ., est contraint de se situer dans I’intervalle [—1/¢.,—1/¢.],



pour une certaine valeur donnée de /.. Cela empéche la localisation de la déformation, et donc de 1’en-
dommagement, dans un élément, introduisant ainsi une échelle de longueur dans le probleme. Ici, cette
approche sera appliquée a un probléme 1D d’adoucissement en conjonction avec 1’algorithme axé sur les
données.

Le probleme est d’abord discrétisé, ou u représente le vecteur des déplacements nodaux, € et o
représentent respectivement les déformations et les contraintes dans les éléments. La déformation est
donnée par € = Bu, ou B est la matrice qui correspond a I’opérateur gradient discrétisé. Les équations
d’équilibre sont exprimées comme B’ o = 0. Dans la formulation originale, la solution au probléme basé
sur les données est alors recherchée sous forme de la paire d’états mécaniques et matériaux qui rendent
la fonctionnelle suivante stationnaire :

1 *\ 7T * 1 A\ T * T pT
HZE(G_G) S(G—G)+§(e—£) C(e—¢")4+n' B 6+ Stat! (3)
Ici, n représente le vecteur des multiplicateurs de Lagrange qui imposent les contraintes d’équilibre. C et
S = C~! désignent la "métrique" qui est utilisée pour égaliser les contributions des termes de contrainte
et de déformation dans la distance.

Dans le cas ou les gradients des déformations sont contraints a se situer dans un certain intervalle,
|u x| < 1/4, les équations d’équilibre sont modifiées comme G, +T . = 0 (voir les équations (36) et (37)
de [10]), ou 7 est le multiplicateur de Lagrange qui correspond a la contrainte d’inégalité |u | < 1/4,.
Dans le cas actuel, I’inclusion des multiplicateurs de Lagrange modifie le lagrangien dans 1’équation (5)
comme suit :

1 1 1 1
M=;(c- ") S(c—0c*)+ 5(e— e)'Ce—¢e)+n'B o+, <Pu - E) + M (P(u +n)— €> ,
c c
ot A, > 0 sont les multiplicateurs de Lagrange qui correspondent aux contraintes d’inégalité et Ay = —2,,

a la convergence est le micro-moment qui entre dans les équations d’équilibre. Cela sera clarifié ci-
dessous. L’ opérateur P correspond au second gradient discret.

Remarque. Les contraintes |u | < 1/l peuvent étre écrites séparément comme u y < 1/l. et —u y, <
1/€,. 1l convient de noter qu’au plus une seule de ces contraintes est active a un point donné dans le
corps.

2.1.1 Etats mécaniques étant donné des états matériaux

Reprenant les variations du lagrangien dans I’équation 6 en supposant que les états matériaux soient
donnés, on obtient

8I" = B'"CBu— B'Ce*+P" X\, + P" X\, =0, (7
8 =B"o+ P\, =0, ®)
I°=0—-0"-CBn=0, )
SIT — Puy El o, (10)

1
SHM:P{qun}—g—:O. (11)

En éliminant ¢ des équations (8) et (9), on obtient :
B'¢*+B"CBn+P" )\, =0. (12)

Les équations ci-dessus peuvent étre écrites sous une forme matricielle comme suit :

B'CB 0 Pl P (w BTce*
0 B'™cB 0 P'\)nl|_|J-Bfo* (13)
P 0 0 0| )Af ) 1/t
P P 0 o (A 1/¢,



Remarque. Puisque, a la convergence, € = €* et o = o, il est possible de voir a partir de I’équation
(7) que PTA, + P"Ay =0 et donc, P" Ay = —PT\,. L’équation 8 devient alors B'6 — PTL,, =0, ce
qui correspond a I’équation (36) de [10]. Ainsi, a la convergence, les résultats obtenus en résolvant les
équations ci-dessus devraient étre les mémes que ceux obtenus dans [10].

2.1.2 Etats matériaux étant donné des états mécaniques

Idéalement, étant donné un état mécanique, les états matériaux sont trouvés en utilisant une recherche
des voisins les plus proches comme dans [3]. Dans le cas présent, on suppose que les états matériaux sont
connus et décrits par des équations linéaires par morceaux (voir la Figure 3). Les états matériaux les plus
proches, étant donné les états mécaniques, sont donc trouvés de maniere analytique. En supposant que les
états matériaux sont décrits par la relation 6* = me* + ¢, 1’état matériel le plus proche de 1’état mécanique
peut étre obtenu par :

0 ((Gmi-:*c)2 +C(87£*)2

de* 2C 2 >:°’ ol =mete (14)

Cela permet de séparer les difficultés et de se focaliser sur la régularisation, supposant une base de
données idéale.
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FIGURE 3 — Base de données d’un matériau endommageable.

2.1.3 Algorithme Data driven

La solution d’un probléme aux conditions limites est désormais trouvée en itérant de maniere répétée
entre les états mécaniques et matériaux, par une méthode de point fixe. Par exemple, les états matériaux
sont initialement pris comme étant égaux a ceux de I’itération précédente. Les états mécaniques sont
ensuite trouvés comme décrit dans la section 2.1.2. Les états mécaniques obtenus sont ensuite maintenus
fixes et les états matériaux sont obtenus comme décrit dans la section 2.1.1. Ce processus est répété
jusqu’a ce que la solution converge. Cela peut étre le cas, par exemple, lorsque les états matériaux ne
changent plus entre les itérations.

3 Application a un probléme 1D

Lefficacité de la technique de régularisation pour les méthodes basées sur les données est démontrée
sur un probleme 1D comme décrit ci-dessous. Considérons une barre avec une imperfection géométrique
au centre (voir la Figure 4). L’imperfection déclenche la localisation initiale de la déformation au centre.
L’extrémité gauche de la barre est fixe, tandis que 1’extrémité droite est soumise a un certain déplacement.

La minimisation contrainte de la fonctionnelle de distance en présence de contraintes d’égalité
et d’inégalité (équation 6) est réalisée dans ce cas en utilisant 1’algorithme SLSQP de la sous-routine
fmincon dans Matlab.

x = fmincon(distance, x0, Inequality LHS, Inequality RHS,Equality LHS,Equality RHS)
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FIGURE 4 — Barre 1D avec imperfection.

3.1 Maillage

Les déplacements sont discrétisés a ’aide d’éléments linéaires par morceaux (voir la Figure 5).
Les déformations sont donc constantes par morceaux a I’intérieur de chaque élément. Pour imposer
les contraintes sur le gradient de déformation, un maillage dual, comme indiqué en rouge dans la Figure
5, a été utilisé. Les déformations calculées sur les éléments en noir sont interpolées linéairement sur les
éléments en rouge. Ainsi, les gradients de déformation sont constants dans les éléments rouges.
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FIGURE 5 — Maillage primal et dual.

L’opérateur P dans I’équation (6) peut donc étre identifi€é comme la composition des matrices B sur
les maillages rouge et noir : P = B#““ B,

Remarque. Une fois que la valeur de I’endommagement en un point atteint la valeur de 1, la contrainte
en ce point doit étre supprimée. Cela garantit que la déformation se localise dans I’élément qui est
completement endommagé.

3.2 Résultats
3.2.1 Distribution de déformation

La variation de la déformation dans la barre a différentes valeurs de déplacements appliqués peut étre
observée dans la Figure 6 pour deux tailles de maillage. On peut voir que la largeur de la distribution de
déformation est indépendante de la taille du maillage. On peut voir que les déformations commencent a
se localiser vers le centre de la barre et le profil s’étend vers 1’extérieur a mesure que la charge appliquée
(déplacement imposé) augmente. La largeur de la région lorsque la barre est complétement endommagée
est égale a 2/,.
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FIGURE 6 — Distribution de déformation - deux maillages.



3.2.2 Courbes charge-déplacement

La courbe charge-déplacement pour les deux tailles de maillage peut étre observée dans la Figure
7. On peut voir que la charge augmente d’abord jusqu’a une valeur maximale, puis commence progres-
sivement a diminuer a mesure que le déplacement augmente. La force de réaction devient nulle une
fois qu’un élément est entierement endommagé et que la contrainte est supprimée. Une fois de plus, les
résultats sont indépendants de la taille du maillage.
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FIGURE 7 — Courbes charge-déplacement - deux maillages.

3.2.3 Effetde /.,

L’effet de £, dans 1’équation 6 sur le profil de déformation dans le corps lorsque la barre est comple-
tement endommagée peut étre observé dans la Figure 8. On peut voir que la largeur finale du profil de
déformation dépend de /., celle-ci devient plus large avec une augmentation de £., comme prévu.
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FIGURE 8 — Effet de ¢, sur le profil de déformation.

4 Conclusions

Cet article présente 1’application de la méthode de Data Driven aux problémes impliquant I’adoucis-
sement. Une régularisation Lipschitz basée sur la déformation a été utilisée pour introduire une échelle
de longueur dans le probleme. L utilisation de la variable de déformation pour introduire une échelle de
longueur dans le probleme rend la méthode plus utile dans le contexte de la DDCM. En I’appliquant
aun cas 1D, I’efficacité de cette méthode a été démontrée. Les résultats ont été observés comme étant
indépendants de la taille du maillage utilisée.



Perspectives

Dans le cas 2D, la contrainte peut étre écrite comme suit :

_ 1
Y(Ve) = arkiiwkyjj + arkijjkixr + askiipk jx + askijikije + ask;jpky ji < 7 (15)
C

pour une certaine valeur £.., ol k; ik = €jk,i» le gradient de déformation. La mise en ceuvre de la contrainte
et la démonstration de son application dans un probleme de DDCM en 2D sont 1’objet de recherches en
cours et futures.
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