CSMA 2024

16eme Colloque National en Calcul des Structures
13-17 Mai 2024, Presqu’ile de Giens (Var)

Méthode espace-temps pour la fissuration en élastodynamique

F. Feutang!, S. Lejeunes', D. Eyheramendy’

U LMA, Aix-Marseille Université, Centrale-Marseille, CNRS, {feutang,lejeunes.eyheramendy} @ Ima.cnrs-mrs.fr

Résumé — Nous proposons dans cette communication une extension de 1’approche présentée en 2022,
voir [1], au cas de 1’élastodynamique. L’ originalité principale consiste a construire un potentiel espace-
temps, en Galerkin discontinu (en temps), adapté a I’approche champs de phase avec des termes de stabi-
lisation bien choisis vis a vis de I’élastodynamique. La stationnarité de ce potentiel permettant d’obtenir
une forme faible espace-temps que I’on peut discrétiser avec des éléments-finis classique (Lagrange)
ou NURBS (analyse isogéométrique). Nous appliquons ce type d’approche a différents problemes de
fissuration.
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1 Introduction

Dans [1], nous avions proposé une premiere approche espace-temps pour la fissuration fragile en
quasi-statique. Pour ce faire nous avions repris la formulation variationnelle incrémentale proposée par
[2] pour un modele de champs de phase. Les travaux de Christian Miehe et de ces co-auteurs étant eux-
méme fortement inspirés des travaux originaux de Francfort et Marigo et de Frémond et Nedjar (cf.
[3, 4]). Le lien entre principe variationnel incrémental et formulation espace temps étant assez naturel
d’autant plus dans le cas d’une formulation en Galerkin discontinue en temps. Cependant, dans nos
travaux précédent nous n’avions pas encore su exprimer correctement le potentiel espace-temps nous
permettant de retrouver la structure des équations d’Euler du probléme de champs de phase, les termes
de continuité en temps n’étaient pas motivés énergétiquement (ce qui nous imposait de faire intervenir
des parametres numériques supplémentaires) et nous avions utilisé une forme de type visqueuse pour
introduire le champs de phase et pour garantir I’irréversibilité, qui est de loin la moins bonne solution
pour traiter cette irréversibilité dans le cas de la fissuration fragile.

Sur le plan numérique il est connu que les modeles de champs de phase sont tout a la fois trés intéres-
sants pour leur capacité a traiter des situations complexes (bifurcation de fissures, contact unilatéral dans
le cas de chargement cycliques, etc) et trés techniques et gourmand en calcul car il faut des maillages
localement assez fins (2 minima deux fois plus fin que la longueur caractéristique introduite dans le
champs de phase) et des solveurs adaptés (a cause de la non-convexité intrinseque de la formulation) de
type minimisation alternée ou monolithique mais avec une gestion particuliere de I’opérateur tangent.
Dans le cadre de 1’élastodynamique ces contraintes numériques se combinent également avec celles liées
a la propagation des ondes. La question de la gestion de I'irréversibilité de I’endommagement est égale-
ment une problématique particuliere dans les approches en champs de phase et 1’on distingue différentes
techniques dans la littérature : des méthodes pénalisées ou en lagrangien perturbé (voir par exemple [5]),
des méthodes de minimisations spécifiques (aussi basées sur une formulation en Lagrangien, voir par
exemple [6]) et la formulation basée sur la fonction d’histoire proposée par Miehe et ses co-auteurs.
Cette dernicre solution n’étant pas strictement équivalente au probleme de départ mais elle représente un
moyen simple et efficace sur le plan numérique. Nous utilisons cette stratégie dans ce travail.

Enfin les approches espace-temps sont de nouveau largement investiguées (les premiers travaux da-
tant du début des années 70) dans la littérature. Il existe ainsi aujourd’hui une vaste littérature sur le sujet
et certaines équipes arrivent a traiter des problemes d’intérét industriel avec ce type de méthode (voir
par exemple les travaux de [7]). Cependant, & notre connaissance, le cas de la fissuration fragile n’a pas
fait I’objet d’études dans un cadre espace-temps. Pour le cas de 1’élastodynamique (en petite et grandes
déformations) nous avions étudié, dans un travail précédent, une formulation espace temps incluant des
termes de stabilisation de type moindres carrés qui sont indépendants de loi de comportement utilisée



(voir [8]). Dans ce travail nous proposons d’intégrer ces termes dans la formulation afin d’investiguer
leur intérét sur un probléme de propagation de fissures en dynamique.

2 Formulation du probléme

2.1 Potentiel espace-temps

On note Q = Q x [0, 7] le domaine espace temps d’intérét et P =I" x [0, 7] une partie de son contour.
Nous nous limitons ici au cas des comportements élastiques, isotropes en petites perturbations et nous
proposons de considérer le potentiel espace-temps suivant (les champs u, v,d correspondant respective-
ment au déplacement, a la vitesse et a ’endommagement, f et t étant les forces extérieures volumiques
et surfaciques) :

- / kiar(8,) + p¥i(e,d) — 9(d, Vd) — poac(ii, ¥)dQ + / atdQ + / atdP (1)
0 0 P

ou, kyr est une forme d’énergie cinétique de type Hellinger-Reisner (avec p la masse volumique qui est
supposée constante) :

1
kiur(1,v) = pv* —pvi )

et pgac est un terme de stabilisation de type moindre carré (qui correspond a une condition de consistance
sur I’accélération) avec T qui est un parametre adimensionné de stabilisation :

1
peac(ii,v) = Erpw—v)z A3)

I’énergie libre (ou ici I’énergie de déformation) est noté W et nous utilisons la décomposition compression
(désignée par un exposant -)/traction (désignée par un exposant +) :

(e, d) = g(d)wg (€) + vy () )
avec g(d) une fonction de dégradation. La dissipation est notée @ et s’exprime ici de la maniére suivante :
0(d,Vd) = Yyd +YvaVd+ I; (5)

ou Y, et Yy, sont les forces thermodynamiques associées a I’endommagement et au gradient d’endom-
magement, I; est la fonction indicatrice :

0 if d>0
I = ) (6)
o otherwise

qui peut éventuellement €tre approchée (régularisé) par la forme pénalisée suivante :

Y i p+l
TS )

avec p ety des parametres de pénalisation.
L’écriture de la stationnarité du potentiel espace temps nous amene au jeu d’équations suivant (apres
intégration par partie sur le domaine temporel) :
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On peut en déduire donc les équations d’Euler suivantes (en prenant le cas non stabilisé et non régularisé :
T=0ety=0 eten faisant ’hypotheése que Yy, n=0surI):

divo +f = pv
pu—v)=0 ©)
divYvy = pg'(d)wg +Ya

ol o = g(d)dyy /de +dy, /e et o.n =t sur I'. On reconnait donc I’équation de conservation du
premier moment, une équation de définition du champs de vitesse et une équation de champs de phase.

Dans ce travail nous avons principalement considéré le découplage proposé par [9] pour I’énergie de
déformation, tel que (I’exposant D désignant la partie déviatorique) :

5(< tr(e) >_)? (10)

<tr(e)>4)% pvy(e) =3

k
P (2) = (e €%) + 3
avec u et k les coefficients d’élasticité. Pour I’endommagement on utilise le modele AT2 pour, qui conduit
a prendre la fonction de dégradation suivante : g(d) = (1 —d)? et pour les forces thermodynamiques nous

faisons la méme hypothése que dans [2] :

Yy= %d, Yy, = G.IVd an
avec [ une longueur caractéristique et G, 1’énergie critique de rupture.

La forme faible du systéme d’équations (8) pourrait étre directement utilisée pour construire une
forme discrétisée espace-temps de type Galerkin continue. Cependant il faut d’une part gérer la non
convexité du systeme et d’autre part itérer, a I’aide d’une méthode de Newton, pour résoudre le systeme
non-linéaire obtenu sur tout le domaine espace-temps. La recherche de solution dans le cadre de fissu-
rations fragiles devenant extrémement complexe et tres sensible aux parametres numériques (maillage,
valeur des parametres de pénalisation et tolérances numériques, etc).

Afin de pallier, partiellement, a ces problemes nous proposons plutdt de considérer une forme de type
Galerkin discontinue en temps

2.1.1 Forme en Galerkin discontinue en temps

On note Q; le «slab» espace temps défini tel que : Q; = QX |#;, ti1[ (et P =T'x]t;, t;+1[). Le discrétisa-
tion du domaine espace-temps s’écrit donc Oy, = U; Q;. Nous considérons également les sauts temporels
(d’un slab espace temps a un autre) des champs primaires considérés défini par :

[[u(x,t,-) H = u(X>ti+) - u(thi_)
[v(x.1:)]] = v(x.1;") = v(x,;") (12)
[d(x,5:)]] = d(x,5;") —d(x,1;)

o u(x,t;"),v(x,1;"),d(x,t;"), désignent les valeurs au temps #; sur le slab Q et u(x,t; ), v(x,; ),d(x,t;)
désignent les valeurs au méme temps #; mais sur le slab Q;_;.

Le potentiel espace-temps précédent est donc modifié pour intégrer ces termes tel que nous proposons
de considérer la forme suivante :

N
HTDG = Z/ (kHR(ﬁ,v)+p\il(€,d) —(P(d,Vd) pGAc(ll \ dQ—f—Z/ kHR ll V
/ [py(e,d)]]dB+ = / ot (u(x,1) — *dB+ - / o, (v(x,2) —vo(x))* dB (13)

5 | o (dxt) = dB+Z/ ufdQ+Z/.1'1th

Les termes de continuités correspondent donc a une continuité des énergies cinétique et de déformation
entre slab espace-temps et a une forme faible des conditions initiales. Les parametres o, o, et O,; sont



ici introduits pour correctement dimensionner le potentiel mais seront par la suite pris égaux a 1 pour
simplifier.

Nous pouvons ensuite écrire les conditions de stationnarité du potentiel espace-temps. Comme pré-
cédemment nous utilisons des intégrations par parties sur le domaine temporel, par ailleurs pour des
raisons numériques nous proposons de remplacer la fonction de pénalisation par la fonction d’histoire,
H, proposée par C. Miehe et ses co-auteurs (voir [2]). Nous obtenons ainsi sur les slab Q; avec 2 <i < N :

SullrnG = / PVBl + o : 5edQ — / SufdQ — / SutdP + / pt(ii — ¥)5iid0—
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(14)
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B;
pour le premier slab espace-temps, Q1, les conditions de continuité pour chaque champ sont remplacées
par les conditions initiales. On constate donc que 1’on obtient une forme itérative ou la solution est cal-
culée en "avancgant" sur les slab espace-temps. D’autre part, il n’est pas nécessaire dans cette formulation
d’introduire des parametres numériques supplémentaires pour les termes de continuité temporelle. La
dérivation du systeme d’équations a discrétiser a partir d’un potentiel espace-temps permet d’obtenir tres
naturellement ces termes de maniere systématique pour différents type de problémes (fissuration ductile
ou couplage thermomécanique par exemple).

2.2 Discrétisation éléments-finis (ou IGA) et résolution

Pour résoudre le systeme d’équations (14), nous utilisons tout d’abord une approximation éléments
finis classique (ou IGA). 1l suffit de mailler un slab espace-temps (ou dans cas de I'IGA I’espace para-
métrique correspondant) et d’utiliser sur chaque élément une approximation espace-temps, tel que les
champs sont définis a partir des expressions suivantes (idem pour les fonctions tests) :

}el 7t) = NM(th)dZ

(x
vi(x,1) = Ny(x,1)d" (15)
d: (Xat) = Nd(Xat)dlei

e

u

ou d est le vecteur global des degrés de libertés nodales (ou des points de contrdle dans le cas de 'IGA) et
N les matrices d’approximations construites a partir de polyndmes de Lagrange ou de fonction NURBS.
Ces approximations pouvant étre choisies d’ordre polynomial différent ou identique pour chaque champ
(et/ou d’ordre de continuité différent dans le cas IGA). On peut ensuite facilement définir tous les opéra-
teurs de dérivations temporel, spatial ou mixte nécessaire. La formulation proposée nécessite & minima
des fonctions d’ordre 2. D’autre part, le probléme a résoudre n’est pas convexe mais peut-étre traité par
un algorithme de minimisation alternée avec des itérations de type point fixe. On résout ainsi successive-
ment le probléme non-linéaire déplacement/vitesse en figeant I’endommagement (avec une méthode de

Newton) :
-1
du du Kuu Kuv fu
oyt ) Lan w0 ®
puis le probleme (dans le cas présent linéaire) de I’endommagement en figeant le déplacement et la

vitesse : |
{a }=[Ku] {t} (17)

avec K désignant les termes de la matrice tangente et r le vecteur résidu. Les itérations de point fixe
s’arrétent pour un critere donné (ici nous utilisons un critere sur la norme infinie de I’incrément d’en-
dommagement). Une fois la solution trouvée sur un slab espace-temps on peut passer au suivant. Dans
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E p G, l
1Pa 1Kg/m®> 0.05N/m 2.e—3m

TABLE 1 — Parameétres matériaux

le cas ou la résolution alternée ne convergerait pas, on effectue une opération de réduction homotopique
du domaine temps sur le maillage espace-temps et 1’on re-teste la minimisation alternée avec un slab
de plus petite taille en temps. La fonction d’histoire # revient ici a chercher pour chaque point d’in-
tégration concerné le maximum de son argument sur toute I’histoire précédente des slab espace-temps.
En pratique il est donc juste nécessaire d’avoir en mémoire le maillage d’un seul slab et de stocker les
valeurs courantes et précédentes des degrés de libertés au nceuds (ou points de contréles) ainsi que le
maximum de I’énergie de déformation précédemment atteint en chaque point d’intégration (comme on
le ferait pour une variable interne).

3 Application numérique

Nous considérons a titre d’exemple le cas de la fragmentation d’une barre (1D) soumisse a une
vitesse de déformation initialement homogene. Cet exemple est notamment traité dans [10] avec une
approche originale utilisant également une forme avec gradient d’endommagement. La solution attendue
correspond a une fragmentation de la barre avec un nombre de fragment qui dépend de la vitesse de
déformation. Afin de faciliter la recherche de solution, comme dans [10] nous adoptons une distribution
statistique du module d’ Young en chaque point de la barre, tel que :

E(a) = Ep/ (—1In(a)) + Epin (18)

avec a € [0, 1] une variable aléatoire, Ey et E,; qui sont définis par :
Epin=E(1—1.9130584¢ —2), Ey=E(2.1586552¢—2) (19)

La barre et prise de longueur L = 1 m et les parametres utilisés sont donnés dans le tableau 1.

Sur la figure 1, nous présentons les résultats obtenus avec des éléments-finis standards quadratiques
ou des éléments NURBS quadratiques. On obtient donc bien les solutions attendues de multiples locali-
sation des fissures (fragmentation). Nous remarquons cependant que ce type de résultat est plus difficile a
obtenir avec des éléments-finis standard qu’avec I’'IGA et qu’il faut en général une discrétisation spatiale
plus fine en éléments-finis pour obtenir une solution avec de multiples fissures. On peut émettre 1’hypo-
theése que I’ordre de continuité inter-é1éments plus élevé avec I'IGA est a 1’origine de ce comportement.

La figure 1(d) montre que les énergies obtenues avec I’ IGA pour Ax =1/2 et Ax=1/10 sont similaires
méme si ’énergie de déformation est plus faible et que 1’énergie de fissuration est surestimée avec le
maillage le plus grossier. La mé&me figure montre également que pour le taux de déformation initialement
choisi, I’apparition de fissures libere de 1’énergie cinétique (localement) qui a un impact sur 1’énergie
cinétique totale de la barre.

La figure 2 montre les résultats obtenus & un taux de déformation plus élevé (avec I'lGA). Comme le
montre la littérature, le nombre de fragments augmente avec la vitesse de déformation. Il est également
intéressant de remarquer que le bilan énergétique est différent. L'énergie cinétique n’est plus affectée
par I’apparition de fissures. L'énergie de fissuration augmente également jusqu’a la fragmentation totale,
méme si I’énergie de déformation a commencé a diminuer. On peut donc supposer qu’une augmentation
supplémentaire de la vitesse de déformation (tout en maintenant les parametres du modele d’endomma-
gement inchangés) n’augmentera pas outre mesure le nombre de fragments, mais modifiera seulement
I’énergie cinétique totale et le temps d’apparition des fissures.

D’autres exemples (essentiellement académiques) seront présentés afin de discuter les propriétés
numériques de ce type de formulation.
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FIGURE 1 — Résultats du test de fragmentation de la barre pour différentes réalisation du module d’ Young
et pour un taux initial de déformation ¢ = 10, avec T = 1.e —3 et Aty = 1.e — 2 (x correspond a la position
le long de la barre)
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FIGURE 2 — Résultats du test de fragmentation de la barre pour un taux initial de déformation € = 100,
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4 Conclusion

L’approche proposée permet de traiter des problémes de fissuration en dynamique dans un cadre ori-
ginal qui ouvre sur plusieurs perspectives. Tout d’abord, la construction de la formulation a 1’aide d’un
potentiel espace-temps est suffisamment générique pour pouvoir étre étendue a d’autres problématique
comme la fissuration ductile ou le couplage thermo-mécanique. D’autre part, les termes de stabilisa-
tions qui permettent bien de limiter les phénomenes d’oscillations numériques indésirables, permettent
d’obtenir des performances numériques intéressantes pour des applications de type fragmentation solide
lorsqu’elles sont utilisées conjointement avec une approche IGA (au moins sur un cas 1D). Il reste a
étendre ces premiers résultats sur des configurations plus complexes (2D et 3D). Enfin, on peut certai-
nement jouer sur la grille (ou les grilles si elles sont différentes pour chacun des champs considérés)
temporelle de maniere a combiner forme en Galerkin continue et discontinue de maniere a mettre en
place des méthodes de parallélisation espace-temps efficaces y compris sur des problemes fortement
non-linéaires comme dans le cas présent.
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