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Résumé — Dans cette communication, des métriques d’erreur sont proposées pour évaluer les perfor-
mances de trois transformations spectrales du problème aux valeurs propres k(ω) résultant de la propa-
gation d’ondes élastiques dans des guides 1D périodiques. Les métriques sont illustrées sur le modèle
d’un échangeur thermique pour évaluer les impacts des différents schémas. Les performances en termes
de temps de calcul sont présentées. Un schéma aux performances améliorées est proposé dans cet article.
Mots clés — Ondes guidées. Guides d’onde. Milieux périodiques. Floquet-Bloch.

1 Introduction

Les milieux périodiques sont largement étudiés en physique, que ce soit dans le domaine de l’élec-
tromagnetisme et l’acoustique –cristaux photoniques et phononiques [8, 14]– ou la mécanique du solide
–matériaux composites et architecturés–. Leurs applications, à diverses échelles, sont variées en ingénie-
rie, puisque l’avènement de la fabrication additive favorise leur déploiement industriel dans l’intérêt de
concevoir des structures allégées et de contrôler la propagation des ondes, avec des exemples tels que les
cristaux phononiques [16] ou les LRM (locally resonant materials) [15].

Pour contrôler les ondes élastiques, l’étude des structures périodiques se base principalement sur
l’examen des courbes de dispersion (band diagrams). Ces courbes révèlent des bandes interdites (band-
gaps) où les ondes élastiques sont fortement atténuées, ou bien, ne se propagent pas du tout à certaines
fréquences. Cette étude est faite pour une cellule unitaire, représentative de toute la structure périodique.
Les courbes de dispersion sont souvent construites en définissant un vecteur d’onde –dans le cas d’un
guide d’onde 1D, le nombre d’onde k– et en résolvant pour les fréquences ω un problème aux valeurs
propres. Cette approche est appelé ω(k) ou formulation inverse, elle est répandue dans la littérature des
ondes guidées [7, 10, 17]. Cependant, la formulation inverse a une limitation, car elle ne tient pas compte
de l’atténuation associée à la partie imaginaire du nombre d’onde complexe ℑ(k).

Parmi les méthodes existantes dans la littérature, la Méthodes des Elements Finis Ondulatoires,
WFEM (Wave Finite Element Method) est capable –dans sa formulation initiale [12]– de trouver, à
partir d’une description FEM d’une cellule unitaire, les nombres d’onde k complexes en fixant la fré-
quence ω. Cette approche est appelée k(ω) ou formulation directe. Son point faible est la parcimonie
du spectre [19, 13], qui se traduit par des grands écarts entre les valeurs propres des ondes propagatives
et évanescentes. Un contournement du problème est l’obtention du spectre partiel avec les formulations
proposées par Zhong et Williams [23] et Huang et al. [6]. Néanmoins, la première a des difficultés dans
l’extraction des vecteurs propres [19, 20] et ces solutions d’onde (valeurs et vecteurs propres de la relation
de dispersion) étant nécessaires à la constitution de bases réduites permettant d’effectuer des simulations
harmoniques, transitoires [4] ou acoustiques [5] pour la conception des métamatériaux ou l’interaction
onde-défaut [1, 9, 2], il est pertinent de déterminer si le schéma proposé par Huang et al. résout ces
imprécisions, et dans le cas contraire, rechercher des alternatives pour obtenir le spectre partiel.

Face aux inquiétudes sur la précision des schémas, des métriques d’erreur doivent être incorporées
dans l’analyse ondulatoire et d’autres schémas pourraient être investigués. À ce titre, on présente dans la
section 2.1 les schémas numériques existants et le schéma proposé. Dans la section 2.2, des métriques
physiquement significatives sont proposées. En guise d’application, un modèle d’échangeur thermique
est présenté dans la section 3. Nous utiliserons ce modèle et ses métriques d’erreur pour comparer les
performances des trois schémas étudiés et ainsi déterminer lequel est le plus performant.
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2 Propagation des ondes dans des guides d’onde 1D périodiques

Dans cette section, la formulation de la WFEM [12] est introduite. Nous partons de l’équation du
mouvement avec les matrices éléments finis de masse M, amortissement C et raideur K, toutes réelles de
taille nd (nombre de degrés de liberté), représentatives d’une cellule unitaire de la structure périodique :

Mq̈+Cq̇+Kq = f (1)

En régime harmonique, cette équation s’écrit Dq = f, où la matrice de raideur dynamique s’écrit
D = −ω2M+ jωC+K, avec ω ∈ R étant la pulsation, q ∈ Cnd les déplacements nodaux et f ∈ Cnd les
forces nodales. Une première simplification de l’équation (1) consiste à considérer qu’il n’y a pas de
chargement externe sur les nœuds internes de la cellule unitaire. En indexant les blocs des matrices selon
les degrés de liberté à gauche (L), internes (I) ou à droite (R), on écrit la condition précédente fI = 0.
Avec cette condition, de l’équation (1) écrite avec les vecteurs et la matrice en blocs selon L, I, R, on
obtient une expression pour les déplacements nodaux internes qI = −D−1

II (DILqL +DIRqR) en fonction
des déplacements nodaux aux bords de la cellule qL et qR. Cette expression des déplacements nodaux
internes qI nous permet d’écrire l’équation condensé du mouvement :[

DLL DLR

DRL DRR

]{
qL

qR

}
=

{
fL

fR

}
(2)

Où D jk = D jk −D jID−1
II DIk ∀ j,k ∈ {L, R}.

Le théorie de Floquet-Bloch nous dit que la solution d’un champ périodique donné –par exemple, un
champ de déplacements– s’exprime comme une fonction q(r+R) = q(r)exp(ikR) où R est le réseau de
Bravais ou vecteur lattice. Si on considère un guide d’onde périodique infini avec des cellules unitaires de
taille d assemblées sur leurs côtés, cela revient à dire que, pour les déplacements, q[ j+1]

L = exp(ikd)q[ j]
L ,

et pour les forces, f[ j+1]
L = exp(ikd)f[ j]L , étant v[ j] un vecteur v associé à la cellule j. On appelle ce facteur

constante de propagation λ = exp(ikd).
L’équilibre interne des forces aux interfaces entre cellules du guide d’onde infini s’écrit directement

f[ j]R + f[ j+1]
L = 0. Avec l’équation (2) et le théorème de Bloch on écrit le problème aux valeurs propres :

(λ2DLR +λ(DLL +DRR)+DRL)qL = 0 (3)

Cette formulation du problème sera notée schéma λ. Il est à noter que, en remplaçant λ par 1
λ

et en
transposant le problème, nous obtenons le même problème aux valeurs propres. Par conséquent, l’équa-
tion (3) est appelé le problème aux valeurs propres quadratique T-palindromique [6] et c’est le problème
que l’on doit résoudre pour obtenir les constantes de propagation λ (valeurs propres) et les modes de
Bloch qL (vecteurs propres).

2.1 Résolution du problème aux valeurs propres

Dans cette section on présente trois schémas de résolution du problème aux valeurs propres (3).
Les trois schémas présentés sont susceptibles d’être résolus pour l’obtention du spectre partiel, avec des
solveurs basés sur la méthode itérative d’Arnoldi (e.g, ARPACK). Premièrement, deux schémas de la
littérature sont présentés, en mettant le point sur leur sensible similarité. Ces deux schémas existants
nous donnent des valeurs propres doubles. Deuxièmement, une transformation spectrale est proposée
afin d’avoir des valeurs propres simples.

2.1.1 Schéma 1 : Zhong et Williams (schéma µZW )

Une formulation couramment utilisée dans la littérature est celle de Zhong et Williams [23], qui
propose une transformation spectrale permettant d’obtenir un spectre partiel, où les premières solutions
qui apparaissent sont les ondes propagatives, et les suivantes, de plus en plus évanescentes. Ce premier
schéma s’écrit : [

DLR −DRL −(DLL +DRR)
DLL +DRR DLR −DRL

]{
qL

qR

}
= µ

[
0 DLR

−DRL 0

]{
qL

qR

}
(4)
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Avec µ = λ+ 1
λ

, et les constantes de propagation λ =
µ±
√

µ2−4
2 . Chaque vecteur propre du problème

(3) associé à λ est obtenu à partir d’une combinaison linéaire des deux vecteurs propres associés à µ(λ)
et µ( 1

λ
) du problème (4), les poids de cette combinaison linéaires sont calculés par une décomposition

en valeurs singulières (SVD) proposé par Waki [19]. Des erreurs dans le calcul des vecteurs propres par
cette méthode ont été signalées pour le cas des structures à symétrie cyclique [20].

2.1.2 Schéma 2 : Huang et al. (schéma µH )

Une autre formulation, proposé par Huang et al. [6], s’écrit dans l’équation (5). Elle diffère légère-
ment de celle proposé par Zhong et Williams, mais l’avantage de cette formulation est que le théorème 2.2
ennoncé dans l’article [6] permet d’obtenir les vecteurs propres du problème (3) à partir d’une combi-
naison linéaire des deux vecteurs propres associés à µ(λ) et µ( 1

λ
), avec µ = λ+ 1

λ
, ayant comme poids

de la combinaison linéaire les valeurs propres obtenus. Ainsi, on obtient les vecteurs propres z1 +
1
λ

z2 et
z1 +λz2 associés respectivement à λ et 1

λ
.[

DLR −DRL −(DLL +DRR)
DLL +DRR DLR −DRL

]{
z1
z2

}
= µ

[
0 DRL

−DLR 0

]{
z1
z2

}
(5)

Premièrement, on doit noter que les indices L et R sont inversés dans la matrice du membre de droite
des problèmes (4) et (5). Il est à remarquer aussi que les vecteurs propres du problème (4) ne sont pas
les mêmes que ceux du problème (5). De plus, une vérification ligne par ligne des blocs de matrices du
problème (4) nous donne le problème (3), mais il n’en est pas de même pour le problème (5).

2.1.3 Schéma 3 : Transformation spectrale proposée (schéma µθ)

Une transformation spectrale permettant d’obtenir un spectre partiel est présentée ici. Basée sur le
schéma de Zhong et Williams, cette transformation a l’avantage de ne pas avoir des valeurs propres
doubles quand θ ̸= 0, et donc, d’extraire directement les vecteurs propres correspondants aux valeurs
propres λ et 1

λ
recherchées. Ce troisième schéma, proposé dans cet article, s’écrit :[
DLRe−iθ −DRLeiθ −(DLL +DRR)eiθ

(DLL +DRR)e−iθ DLRe−iθ −DRLeiθ

]{
qL

qR

}
= µ(θ)

[
0 DLR

−DRL 0

]{
qL

qR

}
(6)

Avec µ(θ) = λeiθ + e−iθ

λ
, et les constantes de propagation λ =

µe−iθ±
√

µ2−4
2 .

2.2 Métrique d’erreur sur le calcul des vecteurs propres

Une solution du problème aux valeurs propres (3) consiste en la valeur propre λ et le vecteur propre
associé qL. Naturellement, la norme des résidus de l’équation (3) nous donnerait une estimation de l’er-
reur numérique des solutions obtenues, mais nous proposons ici une autre métrique à caractère physique.
Il s’agit de calculer les forces à partir des déplacements de l’équation (3) pour ensuite évaluer le résidu
d’un équilibre interne de forces (troisième loi de Newton). Pour cette approche, on calcule d’abord les
vecteurs propres liés aux forces nodales, avec les solutions du problème (3) et l’équation (2) :{

fL = (DLL +λDLR)qL

fR = (DRL +λDRR)qL
(7)

Avec les vecteurs de force à gauche et à droite, et sachant que l’équilibre interne des forces sur
l’interface entre deux cellules unitaires doit être vérifié, nous avons donc λfL + fR = 0. On peut aussi
écrire un vecteur de forces nodales f comme un vecteur de force résultante à trois composantes fx, fy, fz,
noté f∗. Nous obtenons ainsi l’erreur relative ε, en divisant la norme des résidus λf∗L + f∗R par la norme du
vecteur de force f∗R, qui reste affecté par λ juste une fois.

ε =
||λf∗L + f∗R||

||f∗R||
La métrique précédente nous donne une estimation de l’erreur pour une solution donnée (λ,qL). Or,

pour obtenir une estimation de l’erreur pour l’ensemble des n solutions calculées du problème (3) à une
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fréquence donnée, une somme pondérée des erreurs relatives de chaque solution sera calculée, ayant
comme poids l’exponentiel de la partie imaginaire du nombre d’onde, exp(−|ℑ(k)|), valeur qui varie
entre 0 –ondes purement évanescentes– et 1 –ondes purement propagatives–. Nous avons ainsi l’erreur
relative cumulée pondérée, qui est aussi de caractère physique :

εc =
n

∑
j=1

ε j exp(−|ℑ(k j)|)

3 Modèle numérique

La structure choisie pour illustrer un cas d’application est un échangeur thermique, de type tube
à ailettes longitudinales (ailettes en U soudées au tube). Ce type des structures est susceptible d’être
inspecté par ondes guidées pour la détection de défauts [11, 22], et sa modélisation numérique aide à la
sélection des modes ondulatoires et plages de fréquences avant la mise en œuvre des essais.

Le modèle numérique, illustré dans la Figure 1, consiste en une cellule unitaire de taille d = 5 mm
avec un maillage 3D de 6450 degrés de liberté (DDL), construit à partir de 936 tétraèdres quadratiques
à 10 nœuds de taille h = 5 mm. Le nombre de degrés de liberté du modèle nd est 6450, et sur chaque
interface n = 1314 et à l’intérieur nI = 3822. Le matériau du tube et des ailettes est l’aluminium, avec un
module d’Young E = 69.0 GPa, coefficient de Poisson ν = 0.35, densité ρ = 2700 kg/m3 et facteur de
pertes η = 0.001.

FIGURE 1 – Cellule unitaire de l’échangeur thermique.

3.1 Analyse de dispersion

La résolution du problème aux valeurs propres de l’équation (3) nous donne comme valeurs propres
les constantes de propagation λ. À partir des constantes λ on obtient les nombres d’onde k ∈ C, et
par conséquent leurs parties réelle ℜ(k) = arg(λ)

d et imaginaire ℑ(k) = − ln(|λ|)
d . La partie imaginaire du

nombre d’onde est une mesure de l’atténuation par unité de longueur appelée atténuation linéïque [3],
elle est notée α et mésurée en nepers par mètre (1 Np ≈ 8.686 dB). Pour comprendre son sens phy-
sique, on peut voir qu’une atténuation linéïque α = 10 dB/m équivaut à une réduction des déplacements
au 31.6% des déplacements un mètre en avant. La Figure 2 montre les courbes de dispersion des vingt
premiers modes de Bloch ainsi que leur degré d’évanescence, indiqué en couleurs par l’atténuation li-
néïque. On peut apprécier que les modes correspondants aux ailettes longitudinales, qui se déclenchent
et se convertissent autour de 2.5 à 3.0 kHz, sont légèrement moins propagatifs que les modes du tube.
La transition entre les valeurs d’atténuation linéïque est forte lors de ces déclenchements, et le reste des
ondes évanescentes ne se propagent pas au delà de une ou deux cellules unitaires.
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FIGURE 2 – Courbes de dispersion. Le gradient de couleur indique l’atténuation spatiale des ondes.

La résolution de l’équation (3) nous donne aussi les déplacements qL, qui nous permettent de re-
construire les modes de Bloch. Six modes de Bloch sont illustrés dans la Figure 3, avec des champs de
contraintes en couleurs (positives en bleu, negatives en rouge). Pour les ondes de compression et flexion,
le champ de contraintes σzz, et pour la torsion, le champ de contraintes τzθ, étant z la direction axiale du
guide d’onde. Les modes sont illustrés pour un assemblage de 100 cellules unitaires (L = 50 cm). On
peut apprécier les modes de flexion des ailettes, qui sont déclenchés et convertis entre 2.5 et 3.0 kHz et
sont moins propagatifs que les modes du tube.

Compression

f = 4 kHz, ℜ(k) = 4.97 rad/m

Torsion

f = 2 kHz, ℜ(k) = 10.76 rad/m

Flexion

f = 2 kHz, ℜ(k) = 14.38 rad/m

Flexion polarisée

f = 4 kHz, ℜ(k) = 18.23 rad/m

Flexion des ailettes

f = 4 kHz, ℜ(k) = 69.38 rad/m

Flexion des ailettes

f = 4 kHz, ℜ(k) = 65.21 rad/m

FIGURE 3 – Visualisation des modes de Bloch propagatifs.
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3.2 Évaluation de la performance numérique

Nous comparons d’abord les erreurs ε obtenues pour les trois schémas dans la Figure 4. On peut
apprécier que la différence entre valeurs propres –en l’occurrence, ℜ(k)– n’est pas visuellement identi-
fiable, ce qui pourrait nous faire supposer que la différence entre les vecteurs propres ne l’est pas non
plus, mais pourtant la métrique d’erreur ε indique un comportement différent pour les vecteurs propres.
Pour le schéma µZW on peut voir que les erreurs augmentent considérablement sur l’onde de flexion en
basse fréquence. La structure étant à symétrie cyclique, ce mode possède des valeurs propres λ dupliqués,
et l’obtention de ces modes est imprécise [20]. Les schémas µH et µθ sont plus précis que le schéma µZW ,
mais le schéma µθ reste légèrement moins précis que le schéma µH .
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FIGURE 4 – Erreurs ε des trois schémas de résolution.

Pour l’évaluation des 40 solutions obtenues (20 ondes positives et 20 ondes négatives) à chaque fré-
quence, les erreurs cumulées pondérées εc sont comparées dans la Figure 5. On peut apprécier que la
métrique εc atteint les valeurs les plus élevées en basses fréquences pour les trois formulations. Cepen-
dant, les erreurs du schéma µZW restent les plus élevées parmi les trois schémas, comme dans le cas des
erreurs ε. Le schéma µθ atteint des erreurs faibles presque au même niveau que le schéma µH , ce qui nous
amène à faire des comparaisons de temps de calcul pour examiner l’efficacité de cette méthode.
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FIGURE 5 – Comparaison des erreurs εc issues des trois schémas de résolution.

Concernant les temps de calcul, dans le Tableau 1 sont présentés des moyennes de mesure de temps
de calcul du problème aux valeurs propres sur la plage de fréquences de l’analyse de dispersion réalisé
(1 à 5 000 Hz, 500 itérations). On peut apprécier que le schéma µθ est le plus performant, allant 8.88 fois
plus vite que le schéma µZW et 6.03 fois plus vite que le schéma µH quand on extrait 20 solutions (10
ondes positives et 10 ondes négatives).
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TABLE 1 – Temps de calcul des trois schémas de résolution (en sec.) en fonction du nombre de solutions
requises dans le solveur.

Nb. sol. : µZW µH µθ

80 20.50 6.00 2.53
60 16.72 5.46 2.17
40 12.91 5.69 1.68
20 11.28 7.66 1.27

4 Conclusions

Dans le contexte de la modélisation des milieux périodiques, les courbes de dispersion et les vecteurs
propres qui représentent les modes de Bloch sont utilisés pour saisir les phénomènes ondulatoires d’un
guide d’onde à partir de l’étude d’une cellule unitaire. De nos jours, une méthode amplement utilisée pour
réaliser ces calculs est la WFEM, qui repose sur la résolution d’un problème aux valeurs propres quadra-
tique. Deux transformations spectrales du problème avec des expressions sensiblement similaires (Zhong
et Williams [23], Huang et al. [6]) permettent d’obtenir un spectre partiel du problème. Le schéma de
Zhong et Williams (µZW ) a été l’objet de questionnements sur la précision des vecteurs propres, surtout
avec des guides d’onde à symétrie cyclique.

Nécessitant d’une évaluation de la performance numérique de ces méthodes, on a proposé dans cet
article deux métriques d’erreur de nature physique : l’erreur ε calculée pour évaluer une solution donnée
et l’erreur cumulée pondérée εc pour évaluer un ensemble de solutions (ondes propagatives et évanes-
centes). Ces métriques ont été évaluées sur un modèle numérique physique d’un échangeur thermique de
type tube à ailettes longitudinales. Le résultat de ces évaluations montre que la transformation spectrale
proposée par Huang et al. (µH) est plus précise que la transformation µZW . Quant au temps de calcul,
le schéma µH est plus performant, puisque l’extraction des vecteurs propres se fait par une combinaison
linéaire avec les valeurs propres, alors que le schéma µZW nécessite d’une décomposition en valeurs sin-
gulières pour obtenir les poids de cette combinaison. L’utilisation du schéma µH est donc préférable au
schéma µZW pour l’obtention du spectre partiel de notre problème.

Le spectre obtenu à partir de ces deux transformations consiste en deux moitiés identiques (valeurs
propres doubles). En cherchant connaître l’impact de cette condition du spectre sur les performances
numériques, une troisième transformation spectrale, µθ, a été présentée. Cette transformation, basée sur
celle de Zhong et Williams, génère un spectre de valeurs propres simples et l’extraction des vecteurs
propres associés est directe, sans combinaison linéaire. L’évaluation des métriques d’erreur sur ce troi-
sième schéma montre qu’elles se situent proches de celles du schéma µH et inférieures à celles du schéma
µZW . Pour ce qui est du temps de calcul, cette transformation µθ permet d’atteindre des facteurs de ré-
duction de 6.03 par rapport à µH et de 8.88 par rapport à µZW . En conclusion, la transformation spectrale
proposée dans cet article reste la plus performante des trois transformations étudiées du problème aux
valeurs propres k(ω).
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