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Résumé — Dans ce papier, nous allons présenter une simulation numérique du flambage d'une
structure élastique mince de type coque cylindrique sous pression suiveuse (ou conservative), par la
Méthode Asymptotique Numérique (MAN) et les approximants de Padé. Pour cela, nous considérons
une formulation coque, bien adaptée aux structures minces, qui utilise le concept EAS (Enhanced
Assumed Strain) et des lois constitutives sans condensation. Des exemples de calculs numériques sont
présentés.

Mots clefs — Flambage, Coque cylindrique, Pression suiveuse, Méthode Asymptotique Numérique.

1. Introduction

Cet article revisite le probléme des coques cylindriques soumises a un chargement en pression.
Curieusement, les travaux en mécanique des structures concernant les problémes de flambage de coques
cylindriques font souvent I’hypothése d’une pression conservative dont la direction d’application de la
force reste parallele a la direction initiale [1]. Les modes de flambage d’une coque cylindrique soumise
a une pression externe sont répartis en un mode axial avec la moitié d’une onde, et en plusieurs modes
azimutaux allant d’un mode d’ovalisation (N = 2 ) jusqu’a des modes plus ondulés (N > 4) et la pression
de flambage dépend fortement des conditions aux limites [2][3]. Les références [1][4][5] en présentent
une analyse détaillée. L’influence du choix du modéle de coque a été largement étudié et le modele
théorique de Donnell donne la plupart du temps des résultats pertinents a 1’exception des modes
azimutaux avec de faibles nombres d’onde (N =2,3). Seul I’article [6] considére des pressions

suiveuses et compare des chargements conservatifs et non conservatifs a 1’aide d’une analyse de
flambage linéaire de coques cylindriques, en trouvant de faibles différences, a part pour le cas de faible
valeur du nombre d’onde N .

Les méthodes de continuation sont bien adaptées pour la résolution des problémes d’instabilité de
structures. La technique de base associe un pilotage par longueur d’arc avec ’algorithme itératif de
Newton [7][8]. Parmi les techniques de continuation mentionnons tout d’abord la méthode MAN
(Méthode Asymptotique Numérique) [9][10][11] et aussi la méthode GPF (Generalized Path-Following)
[12][13][14].

Dans cet article, nous avons utilisé la méthode de continuation MAN. Nous étudions la réponse non-
linéaire des coques cylindriques (fermées par des disques) sous pression externe. Une simulation
numérique combinant les éléments finis coques [9] et la MAN [10][11], nous permet d’étudier
I’influence de la pression considérée soit comme un chargement conservatif ou non conservatif [15].

2. Le cadre théorique pour les coques sous pression

Pour modéliser des coques en non-lin€aire, nous avons utilis¢ le cadre théorique présenté par
Zahrouni [9]. Les nouveaux développements présentés dans cet article concerneront 1’application d’une



pression sur la surface interne ou externe d’une coque cylindrique et les aspects non conservatifs de ce
chargement.

2.1.  Les équations d’équilibre

Considérons un domaine matériel €2 constitué d’une structure coque et soumise a une pression sur
sa surface supérieure (voir la Figure 1).

Figure 1 : Coque soumise a une pression sur sa surface externe.

La structure étudiée est une coque cylindrique, fermée par des disques, et soumise a une pression
extérieure. Nous supposons que le matériau composant la coque est du type Saint Venant-Kirchhoff,
¢élastique, avec la prise en compte de non-linéarités géométriques. La formulation est Lagrangienne
totale, et les grandeurs physiques sont le champ de déplacement mécanique U, le tenseur des
déformations de Green-Lagrangey , et le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff S. Nous

utilisons une formulation coque proposée par Biichter [16] avec une variation linéaire du déplacement
suivant 1’épaisseur de la coque (comme dans les formulations classiques de coque) mais incluant une
déformation ¥ variant linéairement avec 1’épaisseur comme variable additionnelle. Ceci est pris en

compte par le concept Enhanced Assumed Strain (EAS) de Simo et Rifai [17]. La déformation ¥y
contient seulement la composante ¥,;, dépendant linéairement de 1’épaisseur, et satisfait une relation

d’orthogonalité avec le tenseur S:

Y=Yty

LSﬁdQ=O o

Ces équations sont complétées par le principe des travaux virtuels (en statique), avec A le
parametre scalaire de chargement et Ppr (u, o u) le travail virtuel des forces de pression (la présence

de U dans I’expression de F’pr traduit 1’aspect non conservatif du chargement) :
_[95% :SdQ- AP, (u,6u)=0 )

2.2.  Une technique de continuation appelée Méthode Asymptotique Numérique

Pour résoudre le probléme non-linéaire présenté précédemment quand le paramétre de chargement
A augmente, nous allons utiliser la MAN [10]. Comme cela est trés bien décrit dans 1’article [9], nous
utilisons les variables U, ¥, et S permettant de mettre le systéme d’équations (1) et (2) sous forme
quadratique. La MAN consiste a faire un développement de Taylor en fonction d’un paramétre de
chemin a ,al’ordre N :



u(a)=u,+au, +---+afu, +---+a"u,
7(a)=%,+ay, +--+a’y, +--+a'y, 3)

S(a)=S,+aS, +---+a’S, +---+a"s,
ou Uy, ¥, et, S, sont les valeurs de U, ¥ et, S au début de la branche.

Le parameétre de chargement est aussi développé en série de Taylor :
Aa)=A+ad+---+afd, +---+a" 4 (4)

Dans le cadre de la MAN, le rayon de convergence des séries est bien siir important. Il est habituel

(voir [10]) de définir le paramétre @, , traduisant la longueur maximale des pas pour une précision

donnée. Pour cela, nous introduisons un paramétre O , caractérisant la différence normalisée de la série
a des ordres consécutifs. Plus ce parametre est petit, plus cette différence est petite, et plus la longueur
de la branche est petite (typiquement & prend des valeurs de 10™°, & 107%). Nous avons ainsi :

1
N-1
Qo = [5 M] )
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D’autre part, la partie compatible du tenseur de Green-Lagrange vy, peut se décomposer en une partie

linéaire et une partie non-linéaire.
| nl
Yo =7 (0)+7y (wu) (6)
avec, la variation :

oY, :y'u (5u)+273' (u, 5u) (7)

De plus, en utilisant les relations (3) et (4), nous pouvons développer /U:’pr (U,5U) en série de

Taylor :

AP, (u,8u)= Ay (uy,6u)+ A (Ug, Ay, Uy, 4, 6u)a+:-+

(8)
Ap(u01ﬂ'0!u11"'1upvﬂla"'aipvé‘u)ap+"'

Pour la prise en compte des développements en série (3) et (4) dans les systémes (1) et (2) au différents
ordres MAN, il est conseillé de se reporter a [9][10][11].
2.3. Lacontribution de la pression a la formulation variationnelle

Supposons que la structure coque est soumise a une pression sur sa face supérieure S, ou inférieure
S_. De plus, notons le vecteur unitaire normal a la coque dirigé versS, (voir la Figure 1.). Pour

simplifier nous allons supposer la pression appliquée sur la face supérieure S, . Nous pouvons écrire :



AP, (u,6u)=-2f, Pon(u)-(5v+g§v~vj ds ©)

avec h I’épaisseur de la coque, et V (resp. W ) le déplacement du point du plan moyen (resp. de la
normale au plan moyen).

De plus, nous pouvons écrire, au niveau d’un élément fini (e) :
8(0M0+u) 8(0M0+u)

(ndS)” =t* xtd&dny avect* = -
n

et, t% = (10)

ou OM,, est la position du point courant dans la coque non déformée.

Il est alors possible d’obtenir une expression générale de /”thi (u, o u) quelle que soit la surface (S,

ou S_) sur laquelle est appliquée la pression en se ramenant a 1’élément fini de référence :
€ el ery h ~
APE (u,6u) _—zj j (t xt K5V+E5W dédn (11)

avec kK =1 (resp. -1) si la pression est appliquée sur la surface S, (resp. S_)

2.4.  La contribution de la pression dans I’algorithme MAN

Nous allons maintenant introduire les développements en série de Taylor (3-4) dans 1’expression (11)
de la contribution de la pression a la formulation variationnelle. Définissons tout d’abord les notations :

o0(OM, +u o0(OM, +u
teéozw’teqozw etpournzl,tein:%’tein:%‘
o¢ on o on

En utilisant la formule de Leibniz permettant d’obtenir le développement en série de Taylor du

produit de deux fonctions fet @ (( fg z f.9, ), nous en déduisons la relation
k=0

Dol el h
(2PP) szppf Javee PP ==>"[ [ P (t%, xte”nk)-(K5v+§5V~vjd§dn .
k=0
En identifiant les termes a I’ordre 1 en a dans (8), il en résulte :

A (Ug, Ao Uy, 8u) =4, f (Ug, 6u)+k(uy, Ay, uy, 4, 8U) (12)

avec f(U,,8U) une forme linéaire en fonction de Su, et K(Uy, 4, U;,SU) une forme bilinéaire

en fonction de U, etoU.

f (up,8u)= Zj J. te7 ) (K5V+25Wjd§d?7 (13)



k(uo,zo,ulﬁu)=Aozj_llj_llpo((teixtwo)—(te”lxteﬁo))-(wwg&wjdgdn (14)
Etal’ordre p>1ona:

A, (Ugs g Uy, U, Aoy Ay, 8U ) = Ay F(Ug, 8U) + £ (Ug, Ay Uy, Uy, Ay, eoe Ag 4, SU) )
+k (U, 45, U)

Les expressions de fpn ! ( . ) conduisent a des développements assez longs et sont détaillés dans
[15].

2.5. Géométrie, cinématique, et discrétisation élément fini des structures coques

La géométrie et la cinématique de la coque sont représentées sur la Figure 2. En utilisant les
coordonnées curvilignes, 1I’expression du vecteur position X d’un point de la coque non déformée est :

x(6,0°,0°)=r(6",0°)+0%,(6",0°) (16)

ou I est le vecteur position et a,le vecteur directeur au plan moyen, en un point donné de la surface

moyenne. De fagon classique, I’épaisseur de la coque étant trés faible en comparaison de ses deux autres
dimensions, nous allons supposer que le champ de déplacement 3D varie linéairement suivant son
épaisseur :

u(6*,6°,6%)=v(6",6*)+6°w(6",6%) (17)

avec V le déplacement au niveau du plan moyen, et W la différence entre le vecteur directeur de la
coque déformée et non déformée. Il est possible de trouver les détails concernant la cinématique de la
coque ainsi que de I’hypothése EAS dans les références [9][15][16].

Initial state

Deformed state

Figure 2 : géométrie et cinématique de la coque

Finalement, pour un élément fini sur lequel est appliqué la pression, a partir de (13), [15], et (14),

s e ey e | . . .
nous obtenons le vecteur second membre 11nea1re{F:res}et non—hnealre{F;rez} , ainsi que la matrice

tangente { K¢ } .
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3. Les applications numériques

Considérons une structure coque composée d’un cylindre fermé par deux disques. Nous allons, tout
d’abord, nous intéresser a une longue structure cylindrique avec un ratio hauteur sur rayon de 12. La
longueur totale du cylindre est L =120 mm, le rayon du cylindre est R =10 mm et I’épaisseur de la
coque est h=0.1 mm . La pression nominale appliquée sur la structure est P, =1 MPa..

Dans le but de mettre en évidence I'importance d’une simulation numérique incluant la nature
suiveuse de la pression, nous allons réaliser une simulation complémentaire en supposant la pression
conservative. Avec 1’aide d’Abaqus, nous avons généré le maillage de la structure coque, défini le
matériau avec un module d’Young E =2-10° MPa, et un coefficient de Poisson v =0.3 , les
conditions de chargement en pression et les conditions aux limites. Une premiére analyse avec Abaqus
du type "linear perturbation step, buckling” nous a permis de calculer les premiers modes de flambage
dont certains seront utilisés pour perturber la géométrie initiale de la structure, facilitant ainsi le
déclenchement du flambage. Un plan de symétrie perpendiculaire a ’axe du cylindre permet de ne
modéliser que la moitié du cylindre, permettant ainsi d’obtenir les modes symétriques et non
symétriques. En ce qui concernent les conditions aux limites, la condition YSYMM prend en compte le
plan de symétrie, les déplacements selon X et Z sont bloqués au nceud sur I’axe du cylindre (disque
supérieur) pour éviter les mouvements de corps solide de translation, et, le déplacement suivant Z est
bloqué au nceud A (sur la circonférence du disque supérieur) pour éviter les mouvements de corps solide
de rotation. La Figure 3 montre le premier et le quatriéme mode de flambage. Dans cet article nous
allons utiliser seulement une perturbation de la géométrie du premier mode. Des simulations
complémentaires présentées en [15] ont utilisé comme perturbation a la fois le premier et le quatriéme
mode de flambage. Dans le cas d’une perturbation de la géométrie par le premier mode de flambage, la
Figure 4 présente la valeur maximale du déplacement suivant X . Nous voyons deux bifurcations sur
cette courbe. La premiére est une bifurcation classique suivant le premier mode de flambage, périodique
de période 3, la pression critique étant d’environ A =0.16 dans le cas suiveur et A =0.18 dans le cas

conservatif. Ensuite, une seconde bifurcation est observée, pour une valeur proche de U, =1.3 mm

caractérisée par un virage rapide et une accumulation de petits pas. A noter que la seconde bifurcation
n’est pas vue dans les calculs Abaqus.

Figure 3 : premier (a) et quatriéme (b) modes de flambage du cylindre fermé par des disques avec un
ratio hauteur du rayon de 12.

Une autre description de ces bifurcations est présentée a la Figure 5. Cette figure, en coordonnées
polaires, montre pour les pas MAN 16 (a) et 40 (b), le changement du profil de la déformation d’une
coupe au niveau du plan de symétrie du cylindre en tracant a la fois la déformée (en bas a gauche) et
I’incrément de déformation entre deux pas consécutifs (en bas a droite).
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Figure 4 : Déplacement selon X d’un nceud avec une amplitude maximale (choisi sur le plan de
symétrie).
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Figure 5 : Déplacement selon X d’un nceud avec une amplitude maximale (choisi sur le plan de
symétrie), un point rouge pour le pas 16 (a) et 40 (b).

Celle-ci permet de confirmer que la premiére bifurcation consiste en une transition entre un état
axisymétrique et une structure périodique de période 3, et que la seconde bifurcation effectue une
transition entre la structure périodique de période 3 et un mode non symétrique. De plus, nous avons
utilisé les approximants de Padé comme indicateur de bifurcation [18]. Le paramétre pertinent pour
caractériser le comportement mécanique d’une structure cylindrique coque est le paramétre de Batdorf

2
Z= %\/1—1/2 . La coque cylindrique que nous avons étudiée avec un ratio L/R =12donne

Z =13104. Or, dans le cas d’un paramétre Z =364 correspondant a un ratio L/R=2, les

chargements en pression conservatifs ou non conservatifs conduisent a des diagrammes de bifurcation
quasiment identiques.

3. Conclusion

\

Nous avons étudié le flambage d’une coque cylindrique soumise a une pression supposée non
conservative a 1’aide de la méthode de continuation MAN. Cette méthode de continuation est



performante pour 1’analyse des bifurcations. Nous avons compar¢ le cas d’une pression conservative et
suiveuse dans le cas d’un cylindre fermé par des disques. Il apparait que le parameétre de Batdorf est le
parameétre pertinent pour caractériser le flambage des coques cylindriques soumises a la pression. Dans
le cas d’un grand paramétre de Batdorf (Z =13104), nous observons une différence de 10% entre une
pression conservative et suiveuse, tandis que pour un paramétre de Batdorf faible (Z =364) la
différence est quasi nulle. Donc, 1’analyse classique du flambage dans 1’hypothése conservatif reste
valable pour les structures peu élancées. Les diagrammes de bifurcation ont mis en lumicre deux brisures
de symétrie, la premic¢re d’un mode axisymétrique a un mode de période 3, et la seconde de ce mode
périodique vers un mode complétement asymétrique.
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