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Résumé — Nous présentons un cadre d’optimisation topologique pour les coques épaisses en utilisant
la méthode level set (LSM) couplée a I’analyse isogéométrique multi-patches (IGA). La description
paramétrique de I'IGA permet d’extraire les géométries optimisées en format CAO. L’ optimisation vise
a trouver la distribution de matiere dans la surface moyenne de la coque qui maximise la rigidité de la
structure tout en minimisant son volume. L’approche est validée sur plusieurs exemples de coques 3D,
suivant un modele de Reisnner-Mindlin en élasticité linéaire.

Mots clés — Optimisation topologique, analyse isogéometrique, level set, Coques épaisses de Reissner-
Mindlin, Multi-patches

1 Introduction

L’analyse isogéométrique permet d’intégrer de maniere efficace la Conception Assistée par Ordi-
nateur (CAO) et ’analyse, ce qui fait d’elle un outil extrémement puissant pour les applications en
ingénierie de mécanique [15]. Cependant, dans le contexte des problemes d’optimisation de forme et
topologique, la nature explicite de la description géométrique de I'IGA peut étre problématique, car la
géométrie évolue sans connaissance préalable de sa forme finale. Pour résoudre cette problématique, la
méthode level set, LSM (méthode des surfaces de niveaux) émerge comme une technique efficace et
robuste, offrant une représentation implicite des domaines en évolution. Par conséquent, 1’objectif de
cette étude est de fournir un cadre pour effectuer de I’optimisation topologique sur des surfaces paramé-
trées en utilisant la méthode des surfaces de niveaux, tout en tirant parti de I’analyse isogéométrique lors
de I’analyse, et en produisant également les formes optimales sous forme de modeles CAO exploitable
directement pour d’autres simulations ou applications.

La méthode level set a été largement utilisée avec la méthode des éléments finis, comme illustré dans
[4, 17, 2, 12], ainsi que dans le contexte de modeles des plaques et coques, comme présenté dans [5,
8, 11]. Aussi, des travaux ont également été menés alliant 1’analyse isogéométrique avec la méthode de
level set, mais dans un contexte limité a 1’élasticité linéaire en 2D, comme dans [13, 16, 19, 18]. En
dehors du cadre du LSM, [7] a utilisé I'IGA pour optimiser la forme sur un domaine sphérique d’une
coque fine. La nouveauté de notre approche consiste a combiner I’IGA avec le LSM dans un contexte
des géométries multi-patchs courbes 3D sous modele de coques épaisses de Reissner-Mindlin.

2 Géométrie de la coque épaisse dans I’analyse isogéométrique

On note D C R? la surface moyenne de la coque d’épaisseur constante € > 0. Soit S : D R3
une surface paramétrée par une NURBS définie sur le domaine paramétrique D c R2. Sans perte de
généralité, le domaine paramétrique peut étre exprimé comme étant le carré unitaire. Nous définissons le
patch comme la surface moyenne D, tel que D = S(D D).

En chaque point (§,m) € D, il est possible de définir une base covariante locale {a;} avec a =
(E)gS an n)’, o n= 8§S X an S/ \E)gS X ansy Avec la définition de cette base, on peut définir la coque

mathématiquement comme étant 1’image du domaine paramétrique volumique V := D x [— £ 9] via la

2)2
fonction V' : V — R3, définie comme suit :



V((&v”)?@) :S(gan)+cn(§an) (1

1l a été démontré en [6] que, sous I’hypothése de régularité C> de la fonction S et pour € suffisam-
ment petit, / est un 2-difféomorphisme entre V et V := 9/(V). Ce résultat nous permet de travailler
principalement avec les objets mathématiques définis dans I’espace paramétrique, plutdt qu’avec leurs
réciproques plus compliqués dans le domaine physique.

§

FIGURE 1 — Construction de la coque épaisse. La fonction S : D — D en haut transforme un point dans
I’espace paramétrique D dans un point dans 1’espace physique appartenant a la surface moyenne D.
De plus, la fonction volumique V : V — V en bas transforme un point dans le domaine paramétrique
V=>Dx [—%, %] dans un point dans 1’espace physique volumique V.

Multi-patch en analysique isogéométrique : Lors de I'utilisation de I’analyse isogéométrique,
I’emploi de techniques multi-patch devient souvent nécessaire. Cela est dii au fait que, dans la plupart des
applications, les complexités des géométries ne peuvent pas étre adéquatement représentées par une seule
surface NURBS. Ainsi, nous pouvons adopter une collection {Sk}szl comprenant K paramétrisations
NURBS distinctes et disjointes. Chaque patch est donc caractérisé par une surface moyenne notée D,
ou Dy = Sk(ﬁ)k). Cette collection { Dy }X_| définit une partition de la surface moyenne D avec :

K
D=|JDx avec DND=0 if k#I 2)
k=1
Dans cette étude, notre attention se porte uniquement sur les systeémes multi-patch en supposant des
patches conformes. Cela signifie que, pour toute paire de patches adjacents donnée, notée k et [, on a que
I’interface commune 7y satisfait 2 Y, = 0D, N0D; = 0Dy = D).

Vel ik

FIGURE 2 — Illustration d’un systéme multi-patch simple (pour K = 2). Les patches k et | sont les images
de la paramétrisation NURBS S; et S; et partagent une interface conforme commune Y = 0Dy N 9D.



3 Représentation du matériau par des surfaces de niveaux

La forme de la coque par une surface de niveaux : La technique de surface des niveaux consiste
a définir de maniere implicite une forme Q C D en utilisant une fonction de surface de niveaux (LSF).
Dans le contexte de ’IGA, considérons un certain patch k, défini par une paramétrisation Sy avec Dy =
Sk(@k). De plus, soit ¢ : @k — R une LSF définie sur le domaine paramétrique, que nous modélisons
numériquement sous forme de NURBS. Cela nous permettra par la suite d’extraire la forme optimale sous
forme de modele CAO et aussi de définir précisément les bords du domaine lors des calculs numériques.

En utilisant ¢, il est possible de définir la phase de matériau paramétrique par 1I’ensemble suivant :

O ={€ €D du(€) <0} &)

A partir de ceci, on peut également définir la phase de matériau de la coque comme étant I’image de
Q; par la fonction Sy :

Q= Si() )

L’idée de la méthode de surface de niveaux est donc de partitioner 1’espace physique en deux phases
(voir Figure 3). La phase matérielle Q; possede les propriétés matérielles classiques du composant qui
sera optimisé, tandis que la phase vide (ou phase faible) a des propriétés matérielles faibles, afin de
simuler comme s’il n’y avait pas de matériau dans 2 \ Q.

n . D\ Q (void phase)
D
$>0 S
6=0 /\
R o <0
Q

§

Q2 (material phase)

FIGURE 3 — Vue schématique de la méthode de surface de niveaux dans I’analyse isogéométrique. Une
phase matérielle paramétrique Qy (en bleu) est définie comme 1’ensemble de points dans I’espace para-
métrique ot la fonction de surface de niveaux ¢y est négative. L’image de € par la surface NURBS Sy
définit la forme € (en bleu) en tant que sous-ensemble de la surface médiane de la coque. L’ ensemble
D\ Q. ayant des propriétés matérielles faibles est appelé la phase vide et il agit comme une région vide.

Dans la méthode de la surface de niveaux, nous supposons que les points matériels dans le domaine
se déplacent avec un champ de vitesse donné v que nous identifierons ultérieurement avec la direction
de descente d’une certaine fonction de cofit. Ainsi, pour un patch donné k, 1’évolution de la forme sera
donnée par I’équation de Hamilton-Jacobi :

% + aﬁ . Vq) = %

a - a T u

Il est important de noter que ces définitions s’étendent de maniere immédiate aux systemes multi-

patch, comme illustré dans la Figure 4. En effet, en considérant une collection de fonctions de surface de

niveaux ¢ = {¢k},’§:1, avec 0 : D — R, chaque ¢, définit une forme Q; en conséquence de 1’équation

(4). Par conséquent, la définition d’une forme globale € est réalisée de maniere simple comme 1’union

de les € individuels, comme indiqué dans 1’équation (6). Cependant, il est important de garantir la
continuité des fonctions de surface de niveaux aux interfaces entre les patches.

vk Vo = 0. ®)

— K —
Q=) (6)
k=1
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FIGURE 4 — Représentation multi-patch avec des surfaces de niveaux. En définissant un ensemble de
fonctions de surface de niveaux {{}, on est capable de définir I’ensemble des formes {Q;} a travers
I’équation (4).

Extraire une CAO des formes optimales :  L’utilisation de 1’analyse isogéométrique pour 1’op-
timisation topologique présente 1’avantage d’extraire facilement les contours du domaine sous forme de
courbes B-spline et les formes optimales sous forme de surfaces trimmées. Etant donné que les fonc-
tions de niveau sont modélisées avec des NURBS, méme avec un faible nombre d’éléments, les contours
du domaine restent lisses, permettant ainsi une détermination précise des frontieres du domaine. Cette
approche est illustrée sous la forme d’un court algorithm 1. Veuillez vous référer a [10] pour plus d’in-
formations sur les techniques pour trimmer et trouver I’intersections entre surfaces NURBS.

Algorithm 1 Extraire un modele CAO a partir des fonctions surface de niveaux

Input:
Une collections des paramétrisations {Si}~_, et les fonctions de surfaces de niveau {¢x}5_,
for k =0 jusqu’a K do

Trouver I’ensemble des p-courbes {¥,, M,

ny d’intersection entre les ¢ avec le plan { =0
Si besoin, on ferme les p-courbes {¥,, %’; | avec les arrét du domaine D
Déterminer les courbes {Vm}%k: , dans ’espace physique avec Y, = S(¥) pour tout m

end for

4 Représentation IGA de la matiere avec des surfaces de niveaux

Nous nous intéressons a la résolution du probleme d’élasticité linéaire sur une forme multi-patch €,
décrite par une fonction de surface de niveaux ¢ = {q)k},’le. Pour ce faire, nous allons modéliser le com-
portement matériel des phases forte et faible par deux tenseurs constitutifs C'/"" et C'/™ | respectivement.
Dans chaque patch, le comportement attendu du matériau A¥™ peut étre exprimé dans le domaine Dy
avec une dépendance par rapport a la fonction de surface de niveaux ¢, comme suit :

- ijml Q
A () = {C dans Qy (phase forte, o <0) 7

T ) @im dans D\ (phase faible, ¢y > 0)

Pour éviter des complications numériques, on peut considérer une fonction de transition lisse pour
interpoler de maniere continue les propriétés du matériau d’une phase a I’autre. Soit e > 0 un parametre
petit représentant 1’épaisseur de cette interface entre les deux phases. On peut introduire une fonction de

Heaviside #, € C*(R, [0, 1]) avec I’expression #(¢) := 1 (1 —0/\/€? —HI)Z). Alors on peut exprimer
le tenseur de contrainte avec une dépendance des fonctions 0y et #, de la maniére suivante :

007 = (FHEO)(C ) 4 CM )y = A (o0, Ho ey ®

Avec ces considérations, on peut avancer vers la définition de la formulation faible de I’élasticité
linéaire. Considérons 1’espace de Sobolev suivant, adapté au modele de coque Reissner-Mindlin :



Hy (D) = {vi = (V{, Vi) € H' (D) x H' (D) : Vilamy = 0, Vilomy = 0}, )

ot 9D}, 9D} sont les parties des bords de Dirichlet 00, oli respectivement les déplacement et rota-
tions sont fixés a zero avec 0Dy = 0Dy UI D).

Enfin, on peut exprimer mathématiquement le modele de coque IGA, tel que présenté dans [1], lors-
qu’il est couplé avec la formulation de la surface de niveaux. Introduisons la forme bilinéaire (continue
et coercitive) ay : H) (Dy) x H}(Dy) — R et une forme linéaire (continue) Ly : H}(Dy) — R par :

(g, vi) = / Go, (ug) : £(vi) dVy = /{ Y e(ve)|dety, | dDy dC (10)
221X %k
Ly (vy) :/V (fk Vk)]lgdek—l-/ k Vi ﬂgkd@k—'_‘/aw (VZ~gk+v,’<-mk)]leds (11

ou f] est une force volumétrique appliquée sur I’ensemble du volume Vi, f; est une force de surface
sur Dy, gi sont les forces latérales sur 9D,, my est le moment appliqué a 0Dn, Jo, est la matrice jaco-
bienne de la transformation 7/, dans I’équation (1) et 1 : D — {0,1} désigne la fonction indicatrice.

Par conséquent, pour résoudre 1’élasticité linéaire dans le contexte multi-patch, nous considérons
I’approche de pénalité formulée dans [1]. Le concept clé de cette approche est d’introduire une autre
forme bilinéaire by, : H}(Dy) x H}(D;) — R qui impose la continuité entre les interfaces des patches k
et . Un choix possible pour by; est le suivant :

b (g, vi) = / (trgguy — tryeug ) (trg vie — trevy) dyig (12)
Vit

ou try; désigne 1’opérateur de trace de frontiere dans I’interface interne Y et 0y; est un facteur de
pénalité élevé pour I’interface .
Le probleme d’élasticité linéaire en multi-patch peut alors étre résolu en trouvantu = {w; } € [[; H (Q)k)

Zak u, Vi) + Y b (e, vie) = Y Li(ve) W = {wi} € [ [Hi(Dr) (13)
i1 k K

5 Probleme d’optimisation topologique

Nous commengons par introduire la fonction de coit 7 : P(D) — R comme dans 1’équation (14),
ol P(D) est I’ensemble de parties de D. Cette fonction évalue la performance d’une certaine forme
multi-patch Q, comme une composition de la compliance et du volume. A cette fin, nous considérons un
multiplicateur de Lagrange fixe A > 0 pour pénaliser I’augmentation du volume lors de 1’ optimisation.
Il s’agit d’une technique classique, utilisée dans [4, 3, 14, 9], pour tenter d’augmenter simultanément la
rigidité de la forme Q et réduire son volume.

Z/ G, (uy) - €(uy de+AZ/ Lo, dVi (14)
a,_/
compliance volume

Considérons maintenant I’ensemble des formes admissibles, définies comme U,y = {Q C D :9Q, =
0D, et 0Qy C 9D, }. Alors, I’optimisation peut étre simplement résumée en trouvant la forme optimale
Q* € Uy telle que :

J(Q") = inf J(Q),

Qe Uyg
sous contrainte de (13) (15)



Champs de régularisation dans ’espace tangent : Etant donné que notre objectif est de trouver
la distribution de matériau optimale sur la surface moyenne 2, nous proposons de construire un champ
de vitesse qui a des valeurs sur le fibré tangent de la variété D. Si nous transformons une forme Q%)
avec la transformation Ty = id + @, nous souhaitons nous assurer que Tp(Q?)) se trouve a I'intérieur du
domaine d’optimisation D.

Avec cette condition a I’ esprit, considérons I’espace de Sobolev qui satisfait les conditions suivantes :

K
O(Dy) = {m € (H' (D)) : 9-a° =0dans Dy et 9 -t, = 0 sur 0D \ Uy,d} (16)
=1

ou t, € T(Dy) est la normale unitaire sortante de 90 dans I’espace tangent et a’ représente la base
contravariante sur la surface moyenne, obtenue par a; -a/ = 5.

Considérons maintenant comment calculer la dérivée de forme de la fonction de colit dans 1’équation
(14). Généralement, dans le contexte de la compliance, la dérivée de forme est exprimée sous forme d’in-
tégrale de bord, comme démontré dans les travaux [4, 3]. Cependant, nous avons choisi une formulation
alternative sous forme d’intégrale de volume, fournie par [9], qui offre une implémentation plus simple.
Dans le contexte de I'IGA multi-patch, on prend ¥ = {9;} € [T, (D), et nous adaptons 1’expression
de la dérivée de forme comme suit :

7(QW) =Y, /@ (2Vu] 6, (n) — G, (ug) : e(w)) : VI + A Y /Q divady, 17)
k k k k

ou I est le tenseur identité de second ordre.

A partir de la définition de I’espace fonctionnel O(Dy) des champs de vitesse, on peut maintenant
proposer sa relation avec la dérivée de forme de J. On considere un probleme de régularisation sous la
forme d’un probléme d’identification en utilisant un produit scalaire sur @(2). Considéreons d’abord le
cas single-patch, le probleme de régularisation pourrait étre €énoncé par le probléme variationnel suivant :

Trouver 6 €®(D) 1. / Vi : Vo — —7'(Q)(®9) Vo € 0(D) (18)
\%

Cette approche peut facilement étre généralisée a un cas multi-patch, de maniere similaire a ce qui
a été proposé pour le cas de I’élasticité linéaire, grace a la méme approche de pénalité. Par conséquent,
le probleéme de régularisation vise a trouver le champ 0 = {6, } € [, O(Dx) de telle sorte que :

Y [ Vobi: Vodit ¥ Bubu(6n0) =~ L7 @)() Vo= {ou}c[[O(@)  (19)
k Ve k>l k k
ol By, est un coefficient de pénalité pour I’interface interne Yy;.
Nous notons que, dans le cas multi-patch, un champ de régularisation donné 6 € [[, ®(2) a la
condition t,, - O, = 0 sur la frontiere externe pour tout k. Sur la Figure 5, nous illustrons sur un systéme
multi-patch comment appliquer les conditions limites sur les frontiéres selon leur nature.

t,-0,=0

trklek — tmﬂl =0 tI‘mlem - trlmel =0

t, - a’m, =0

t, - ek =0

FIGURE 5 — Illustration des conditions limites pour le probleme de régularisation multi-patch. Les fron-
tieres externes de D ont la condition d’orthogonalité ;. - t, = 0 pour tout k. Les interfaces internes sont
traitées avec 1I’approche de pénalité, ol on cherche a garantir la continuité de 0y et 8; sur ;.



6 Résultats numériques

Les résultats numériques issues des techniques ici décrites peuvent étre visualisés sur la Figure 6. Les
géométries considérées ici ont été adimensionalisées. Ainsi, le module de Young a été fixé a £ = 1 pour
la phase forte et E = 1073 pour la phase faible, tandis que le coefficient de Poisson a été fixé a v = 0.3
pour les deux phases. Tous les changements indiqués sur la figure sont de module unitaire.

z= I%I(Lz — )

—
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0.0e+00 450+02
- .

g

1
0.0e+00 7.6e+02

- o
u u
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u
0.0e+00 5.4e+02

—-— D
u u
0.0e+00 3.9e+02 0.0e+00 3.9e+02

L e — —

FIGURE 6 — Résultats numériques de 1’optimisation topologique. Chaque ligne montre une géométrie
étudiée. De gauch a droite on montre le domaine d’optimisation, la forme initial et la solution finale
toutes les deux deformées. Les zones en bleu représentent une zone de raideur ajoutée artificiellement
dans la matrice de raideur du probleme de régularisation.
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