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Résumé — Nous présentons la mise en oeuvre d’une méthode d’optimisation de forme par lignes de
niveaux avec CutFEM en FEniCSx dans le cadre de 1’élasticité linéaire. Dans ce travail, la méthode
CutFEM permet de ne pas remailler le domaine apres son déplacement. La géométrie est définie par
une fonction de distance signée. Une méthode de réinitialisation basée sur la méthode éléments finis et
CutFEM est proposée. On comparera les résultats de notre implémentation avec la méthode classique du
matériau fictif.
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1 Introduction générale

L’ objectif de I’ optimisation de forme est de trouver la distribution optimale de matiére d’une structure

afin de minimiser une fonction cofit avec ou sans contraintes.
La représentation du domaine a optimiser dépend des méthodes utilisées. Les plus communes reposent
sur la définition d’une variable locale de densité [5]. Cette variable varie continuement entre O (absence
de matiere) et 1 (présence de matiere). L’inconvénient de ce type de méthode est de ne pas disposer de
définition précise des fronticres du domaine. Un autre type de méthode pallie ce probléme en utilisant
une définition explicite des fronticres (formes paramétriques, fonctions implicites), qu’il s’agit de faire
évoluer pour optimiser le domaine.

La méthode CutFEM a été proposée en 2014 [7]. Elle permet de résoudre des EDP avec la technique
des éléments finis en ayant un maillage complétement indépendant de la géométrie tout en conservant
la robustesse et la stabilité de la méthode éléments finis classique. La méthode CutFEM est donc tres
intéressante pour résoudre des EDP sur des géométries complexes nécessitant un temps de travail consi-
dérable pour générer un maillage de qualité et conforme. La méthode est aussi tres utile pour résoudre
des problemes de frontieres mobiles. Aucun remaillage n’est nécessaire, ce qui permet un gain de temps
de calcul important.

En optimisation de forme, plusieurs approches ont été proposées pour résoudre le probleme avec un
maillage indépendant du domaine ([16, 17]) afin de diminuer significativement le temps d’analyse néces-
saire a la création d’un maillage conforme. Ces techniques souffrent souvent d’un manque de précision,
ce qui nécessite d’avoir un maillage tres fin ou adaptatif ce qui augmente considérablement le cofit de
calcul. Par exemple, la méthode cg-FEM [16] consiste a avoir un maillage indépendant du domaine en
utilisant une fonction level set pour définir la frontiere. La précision des résultats dépend particulicrement
du procédé d’intégration. Un raffinement de maillage adaptatif est nécessaire pour pallier le manque de
précision de I’intégration le long de la frontiere, ce qui accroit le cofit de calcul. A I'inverse, la méthode
CutFEM ne nécessite pas de procédure d’adaptation de maillage et les éléments de rigidité tres faible ne
posent pas de probléme de conditionnement. Dans [8], la méthode CutFEM est proposée en optimisation
de forme pour minimiser la compliance d’une structure dans le cadre de 1’élasticité linéaire. Pour repré-
senter la géométrie du domaine avec CutFEM, la méthode des courbes de niveaux (désignée en anglais
par le terme level set) peut étre utilisée ([10, 11, 3, 1]). Elle consiste a représenter la frontiere du do-
maine par une fonction de distance signée ¢, actualisée au fur et a mesure de 1’optimisation. L’évolution
du domaine est obtenue en résolvant une équation de Hamilton Jacobi suivant un champ de vitesse. Le



champ de vitesse correspond a la direction de descente de la dérivée de forme étendue et régularisée sur
I’ensemble du maillage. Pour dériver la fonction cofit par rapport au domaine, la méthode de dérivation
rapide proposée par J. Céa ([9]) est utilisée. Lors de I’advection de la géométrie du domaine, les solutions
de I’équation de Hamilton Jacobi ne préservent pas la propriété de distance signée, cruciale pour avoir
une bonne approximation de la normale a la frontiére du domaine. De nombreuses méthodes de réini-
tialisation sont proposées dans la littérature pour rétablir cette propriété ([18]). Les plus communes sont
basées sur la méthode des différences finies. Néanmoins, dans le cadre de solveurs éléments finis, les
méthodes basées sur les éléments finis sont privilégiées afin de faciliter la parallélisation. Par exemple,
la méthode DRLSE (Distance Regularized Level Set Evolution) proposée dans [15, 4] est basée sur la
résolution d’un probléme elliptique non-linéaire. Dans le cadre de I’ optimisation de forme, cette méthode
entraine des distorsions de la frontiere du domaine.

Dans ce travail, nous présentons une optimisation de forme du probléme de minimisation de la com-
pliance avec une formulation CutFEM. L’ensemble de notre optimisation est implémenté dans le code
éléments finis FEniCSx. Nous proposons une amélioration de la méthode de réinitialisation DRLSE,
dans le cadre de I’optimisation de forme avec CutFEM. Les résultats seront discutés et comparés a la
méthode classique du matériau fictif [2].

Tout d’abord, nous présentons le probleme d’optimisation de la compliance et de la méthode de
dérivation rapide (section 2). Ensuite, nous introduisons la méthode CutFEM pour résoudre le probleme
d’élasticité linéaire (section 3). Puis, nous expliquons la méthode des courbes de niveaux, la stabilisation
de I’advection et la méthode de réinitialisation (section 4). Au final, nous discutons et comparons les
résultats (section 5).

2 Présentation du probléeme

On cherche a minimiser la compliance d’une structure. Ceci revient a résoudre le probleme d’opti-
misation de forme suivant :

Qyin := argmin J, (Q) = argmin/ juw)dv (1)
Qeo Qeo JQ

O est I’ensemble des ouverts admissibles de R”, ot n € {2,3}. On note Q C R” le volume effectif de la
structure et I sa frontiere. I' est soumise a des conditions de Dirichlet et de Neumann, respectivement
notées'petly, telleque ' =T pUlyetI'pNI'y = J, et u correspond au champ de déplacement solution
du probleme d’élasticité linéaire classique. On se place sous 1’hypothese des petites déformations et on
considere nulles les forces volumiques. On impose des déplacements nuls sur I'p (up = 0) et div (o) -n =
g sur I'y. Sous forme faible, le probleme d’élasticité linéaire s’écrit :

Trouver ug € V (Q) = {u € [H' (Q)]" | ur, = up}, telle que Vv € V (Q) = {u € [H" (Q)]" | ur, =0}

a(ug,v) =1(v) 2
ot pour toutu € V (Q) etv € V5 (Q) :
a(u,v) =2u(e(u),e(v)pq) + AV -u,V-v)pq) ol e(u)= % (Vu+V'u) 3)
[(v)= (gvv)Lz(FN) “)
La compliance correspond a I’énergie de déformation élastique :
14(2) = (e ()€ )+ 5 (V.Y )y ®
ou A et u sont les coefficients de Lamé. Alors on définit
j(u)::ys(u):e(u)—l—%v-uv-u (6)



Pour contraindre le volume de la structure, on introduit un terme de pénalisation positif p et on résoud
le probleme :

Qin := argmin (Ju (Q)+ p/ dV) = argminf (Q) @)
Qeo Q Qeo

En optimisation de forme, pour mettre en oeuvre une méthode de gradient sur la variable 6 (intro-
duite pour la premiere fois dans les travaux de J. Hadamard [12]) qui paramétrise la forme Q, | =
(174 9) (2,), il est nécessaire de calculer la dérivée de forme de J, dans la direction 8. Pour calculer
cette dérivée, nous utilisons la méthode de dérivation rapide proposée par J. Céa [9], décrite dans la
section suivante.

2.1 Formulation Lagrangienne du probleme de minimisation

Le probleme de minimisation (1) revient a chercher I’extremum (Q,, g, , PQ,.,) du Lagrangien :

L:0xVxVy—=R

(Q,u,p)—>L(Q,u,p):JM(Q)—a(u,p)—l—l(p) ®)

Pour tout Q € O, en u = ug (solution de I’équation (2)), on a :

Ju(Q) = L(Q,uq,p),VpeWy )

Le point scelle du Lagrangien est déterminé par les équations suivantes :
Trouver ug €V telle que : 9, L (Q,uq, p;@) = —a(uo,9) +1(¢) =0,Vo e V)
Trouver pq € Vj telle que : 9, L (Q,uq, pa; VW) = 04y (V) lu=u, —a (W, pa) =0,Vy eV

On définit la dérivée de forme de la fonction cofit dans la direction 6 par :

J/

u

(Q) (6) = lim 2 (14 +18) (R)) ~ 1 (2)

10 t (10)

D’apres (9) et avec la définition du point scelle (uq, po) la dérivée de forme de la fonction cotit dans
la direction O s’écrit par composition :

Ju(Q)(0) = Lg (Q,u0, po;8) (an
=0doL (Q,uq,pa;0)+0d,L (Q, MQapQ;u/Qﬁ) +0,L (Q,MQ,pQ;P/Q,e) (12)
=0 =0
= 00Ju (), — 9a (ue, pa) +dal (Pe) (13)
avec :
. U(1a+0)(Q) (X) —ua ( S .
Ug g (x) = }m& ; la dérivée eulérienne de u dans la direction 6 (14)
—
X)— X
Pae(x) = }g% Pud+)©) 5 )~ pe la dérivée eulérienne de p dans la direction 0 (15)

Le probléme de minimisation de la compliance est auto-adjoint (g = pg). Le terme de la dérivée de
forme de la forme linéaire dans 1’égalité (13) s’annule car la frontiere I'y est considérée fixée. Finalement,
en utilisant les propriétés de dérivée de forme classique nous avons :

7(9)(6) = 7,(2) (6) + 0 ( / pdv) (16)

= /396' (nv(ug))ds, avec v(ug) = —ue (ug) : €(ug) — % (V-uq)(V-ug)+p (17)

ou n est la normale unitaire. Nous allons utiliser la méthode CutFEM pour intégrer sur Q et une fonction
de distance signée pour faire évoluer le domaine.



3 Meéthode CutFEM

Dans ce paragraphe, nous réécrivons le probleme d’élasticité linéaire dans une version discrétisée
avec la méthode CutFEM. Nous commengons par introduire la méthode dans sa généralité. Ensuite, nous
explicitons sa formulation a un probléme d’élasticité et nous introduisons les termes de stabilisation.

3.1 Maillage et espace éléments finis

Soit D C R" tel que  C D. Le maillage du domaine D est noté X, p dont les éléments sont notés
K, I’ensemble des faces est noté ¥, p dont les éléments sont notés F' et & est le diametre minimal de la
sphere contenant les éléments de X, p.
Dans le cadre de la méthode de Galerkin, on définit I’espace des éléments finis de Lagrange d’ordre k&
(noté P;) associé a ce maillage :

Vikn = {v€V(D)N [ (D)]" | vic € [Px (K)" pour tout K € %] } (18)
On définit les éléments actifs X, et les faces actives F;, du maillage :
Kn:={KEKnp|KNQ# 2} et Fy={F € Fyp | FNQ# &} (19)
Ainsi, on définit la partie active du maillage :
Qp = Ugex, K (20)
et I’espace éléments finis sur la partie active du maillage :
Vik (1) := Vo |, (21

Q, ne correspond pas a un maillage conforme a la structure €, mais plutot au plus petit ensemble d’élé-
ments qui contient le domaine comme illustré figure 1.

Pour stabiliser la formulation CutFEM dans le cadre de I’élasticité linéaire (voir section 3.2), on définit
deux ensembles qui représentent les éléments intersectés par des frontieres de Dirichet et de Neumann
respectivement :

Fnpir ={F € Tp |FNQup# D} ouQp:=_ U K (22)
KNI'p#9, KE X,

Fun = {F € Fn | Fﬂﬁh,N #OetF ¢ ,‘Th7Dir} ou,y:=_ U K (23)
RNTy+£0, KEK,

D D
‘Fl N} r\vrh | Dl
T'p P H ) rp
/ ( S
/ / L/
14 N
AN
N
Q

FIGURE 1 — Illustration des définitions des domaines et faces de la méthode CutFEM

Pour chaque face F' € F, on note par K. et K_ les deux éléments partagés par F. Ainsi, on définit la
normale a la face par np = nyg, . Pour un champ v suffisament régulier dans D, on définit le saut de v sur
I'par:

Vl=vlk, —vik (24)

4



L’ensemble de ces définitions permet de réécrire le probleme d’élasticité linéaire avec la méthode Cut-
FEM, stabilisé avec la méthode de pénalisation fantdome [6] et en imposant les conditions de Dirichlet
faiblement avec la méthode de Nitsche [13].

3.2 Application a I’élasticité linéaire

La formulation du probleme (2) avec la méthode éléments finis sur X, p non conforme a £ n’est pas
stable et le bon conditionnement du syste¢me linéaire n’est pas certain. La pénalisation fantdme [6] stabi-
lise la formulation faible (2) en donnant plus de contréle au domaine €2, afin de ne plus faire dépendre
le probleme de la facon dont la frontiére coupe le maillage. En reprenant les résultats de [14] et [8], le
probleme d’élasticité linéaire avec la pénalisation fantéme est : Trouver u;, € Vj, x (€2;) telle que pour tout
Ve Vh,k (Qh)

a(up,v) + jn (Fnpirsun,v) + > jn (Fonsun,v) =1(v) (25)

avece
' i ([ ] [of Uy, >0 26
() = T Y ([oheu] - [210]) 1y, 000> (26)

On utilise la méthode de Nitsche [13] pour imposer des conditions de Dirichlet sur la frontiere I'p maillée
non explicitement tout en garantissant la consistance numérique. Le probleme final est : Trouver u;, €
Vi () telle que pour tout v € Vj, i ()

a(up,v) + jn (Fopsun,v) + 12 jn (Funsun, v) + Ny, (un,v) =1(v) 27)

avec

(28)
+ 1o 2u(u, V)LZ(FD) +A(u-n,v- n)Lz(rD)

Nr, (”v V) = (G (u) "n, V)LZ(FD) - (”7G(V) ’ n)LZ(FD)
h
ou Yp > 0 est un parametre utilisateur.
La forme stabilisée est coercive et possede les mémes propriétés de continuité que la forme standard
suivant une norme sur le domaine actif [14]. Nous allons utiliser la méthode des lignes de niveaux pour
définir la frontiere 0Q. Pour faire évoluer le domaine nous allons résoudre une équation de Hamilton
Jacobi.

4 Level set

4.1 Méthode des courbes de niveaux

Soit D I’encombrement maximal que peut prendre la structure. La méthode des courbes de niveaux
donne une représentation implicite de la frontiere du domaine € par une courbe de niveau 0. Soit ¢ : D —
R vérifiant pour tout x € D :

O(x) <0 sixeQ
O(x)=0 sixedQ (29)
O(x) >0 sixeD\Q

On utilise une méthode de gradient pour minimiser le probleme (7). D’apres (17) on peut choisir
comme direction de descente 8 = —yv (uq) - n avec y > 0 choisi arbitrairement, et n la normale définie
parn = % (car ¢ est une fonction de distance signée).

Le choix de prendre 6 = —Yyv (ugq) - n comme direction de descente est ambigu car d’apres (17), ce champ
est uniquement défini sur la frontiere dQ. L’ implémentation d’une extension de 0 est nécessaire afin
d’avoir un champ de vitesse défini sur I’ensemble du domaine D. De plus, la régularité du champ 0 n’est
pas suffisante pour assuré le cadre mathématiques de la notion de dérivée de forme au sens de Hadamard
(car I’espace L? (dQ) n’est pas un sous espace de W' (Rd ,Rd)). Dans notre étude, 1’extension et la



régularisation du champ de vitesse consistent a résoudre le probléme suivant :
Trouver 0, € V telle que Yw € V

reg
o (Ve;’ega VW)LZ(D) + (e;egaW)Lz(D) = _.7/ (Q) (W) (30)

Le parametre o0 > 0 est une longueur interne qui indique approximativement jusqu’ou le gradient régu-
larisé est étalé de la frontiere vers D. Le deuxieme terme de gauche correspond a 1’extension du champ
de vitesse.
Puis, on définit le champ de vitesse normalisé :
/
ereg (3 1)
lregHy(D) + HelregHLZ(D)

e = Jollve

Pour advecter ¢ suivant le champ de vitesse 0,,, = Veen (€tendue sur I’ensemble D), on résoud
I’équation de Hamilton Jacobi :

% 6 VO =0, € [0:7] (32)

Dans le contexte de I’optimisation de forme, T > 0 correspond a un pseudo-temps, parametre de descente
dans la minimisation de la fonction objectif. On résoud 1’équation de Hamilton Jacobi avec un schéma
Euler explicite entre 0 et T (en un nombre de pas de temps arbitraire). A chaque itération », on impose
¢, comme condition initiale, ou ¢, est la level set qui parametrise {,,. Nous résolvons (7), alors le pas de
descente T de I’algorithme a gradient est choisi pour vérifier :

J (Qn+1) <J (Qn) (33)

Les solutions de cette équation ne préservent pas la propriété de distance signée de ¢ :
VxeD,|Vo(x)| =1 (34)

Cette propriété est cruciale pour garantir une bonne approximation de la normale le long de laquelle est
advectée la level set. Plusieurs méthodes sont proposées dans la littérature pour réinitialiser la solution
de (32). Dans le cadre de cette étude, nous avons mis en place une méthode basée sur la technique des
éléments finis et CutFEM, plus facilement parallélisable dans un code éléments finis par rapport aux
méthodes classiques basées sur les différences finies.

4.2 Stabilisation de I’advection

Pour stabiliser I’équation de Hamilton Jacobi, nous introduisons un parametre de stabilisation Yy, >
0, et nous utilisons la stabilisation intérieure proposée dans [8] :

(9:9, V)LZ(D) + (Breg - V(]),V)LZ(D) + Yy Z K ([9ns 9], [aanDU(F) =0 (35)
FeT,

4.3 CutFEM pour la réinitialisation

Pour réinitialiser la fonction ¢, nous implémentons une nouvelle approche s’appuyant sur les précé-
dants travaux [15] et [4].
Les auteurs proposent une formulation conduisant a la résolution d’un probleme elliptique non linéaire,
discrétisé puis résolu de maniere itérative avec la méthode des éléments finis, c’est a dire :

\Z0k
Vo't vy av + / Yy ds =
AL Y oo b Vo]
ol y > 0 est un terme de pénalisation qui assure la conservation de I’interface 0Q lors de la réinitia-
lisation.
Dans notre étude, la frontiere du domaine € n’est pas maillée explicitement. Pour garantir la conser-
vation de I’interface, on utilise la méthode CutFEM et la méthode de Nitsche [13]. La méthode de Nitsche

-VvdV, Vv (36)



permet d’imposer faiblement des conditions de Dirichlet sur une frontiére non maillée explicitement. Fi-
nalement, nous réécrivons le schéma itératif comme suit :

\Z0k
D [V

/vq)"“ Yy dV—/v¢"+1 o ds—/vv-n¢"+‘ ds+y/h—1¢”+‘vds= VvdV, ¥ (37)
D T T

La méthode proposée par [15] n’est pas bien définie si |V| ~ 0. La divergence du terme droit de (36)
entraine des problemes numériques qui distordent la frontiere du domaine.
Le schéma proposé (37) conserve ce défaut.

Pour pallier ce probleme, nous avons implémenté le probleme prédicteur suivant :
Trouver ¢ € H' (Q) telle que Vv € H' (Q) :

a (6, v) =1(v) (38)
avec :
a(u,v):/Vu'VvdV—/Vu-nvds—/Vv'nuds—i—Y/h*luvds (39)
D r r r
I(v)= / Csign (¢) -v dV (40)
D

ol Y>> 0 est un terme de pénalisation positif et  un paramétre de 1’ordre de la taille de la structure

Ce pré-probleme permet de diffuser les valeurs de la level set a partir de la level set de niveau O
pour corriger les normes de gradient nul. Le sens de diffusion dépend du signe de ¢, ce qui permet de
conserver la définition (29).

L’étude de la méthode sur des exemples nous a permis de valider son utilisation dans le cadre de I’ opti-
misation de forme. Néanmoins, la solution 6 de (38) ne vérifie pas toujours :

Vx €D, )V&(x)‘ £0 1)

En effet, s’il existe un élément K € X}, telle que la ligne de niveau O coupe parfaitement K en deux sous
éléments égaux, la solution 6 dans cet élément ne vérifiera pas (41).

En optimisation de forme, ce cas pathologique est sans conséquence car la level set évolue au cours des
itérations. Cette restriction n’influence pas le résultat final. De plus, nous utilisons un maillage triangu-
laire ce qui réduit considérablement les chances d’observer une telle situation.

5 Résultats

Pour valider notre implémentation, nous étudions le cas classique d’une poutre en acier encastrée de
Im X 2m soumise a une charge de traction répartie uniformément a =0.5m telle que g = —0.01e, GPa.
On initialise le domaine de la structure € et D comme illustré par la figure 2.

QcD

aQ

FIGURE 2 — Initialisation de Q C D



On compare les résultats de la minimisation de la compliance avec CutFEM pour différentes tailles
de mailles. On compare aussi ces résultats a notre implémentation FEniCSx de la méthode classique
du matériau fictif. Comme observé sur les figures 4 et 6, pour une taille de maille suffisament fine on
observe des géométries tres similaires pour la méthode CutFEM et la méthode du matériau fictif. Le
principal avantage de CutFEM est que pour une taille de maille fine, on réussit a obtenir une géométrie
tres similaire a celle obtenue pour un maillage plus raffiné. Par exemple, la géométrie observée figure
3 est comparable a la figure 4. A I'inverse, la méthode du matériau fictif ne permet pas d’observer des
géométries similaires entre un maillage grossier et un maillage raffiné. On observe sur la figure 5 que
pour une taille de maille grossiere la méthode du matériau fictif ne permet pas d’avoir une frontiere
régulicre.

oQ

FIGURE 3 — Géométrie optimale de Q C D avec FIGURE 4 — Géométrie optimale de  C D avec

1 .
CutFEM pour 7 = gym et k = 1, compliance fi- CutFEM pour h = 5 m et k = 1, compliance
nale 0.172 kI, volume final 0.829 m? finale 0.246 kJ, volume final 1.145 m?

oQ

FIGURE 5 — Géométrie .optima.le de Q C 11) FIGURE 6 — Géométrie optimale de Q C D
avec la méthode du matériau fictif pour 7 = 55 avec la méthode du matériau fictif pour 7 =

m, compliance finale 0.208 kJ, volume final Wlo m, compliance finale 0.255 kJ, volume final
1.109 m? 1.211 m?

6 Conclusion et perspectives

Notre étude donne lieu a la mise en oeuvre d’un algorithme d’optimisation de forme par la mé-
thode des lignes de niveau et CutFEM en FEniCSx. La méthode de réinitialisation CutFEM basée sur
la méthode éléments finis permet de réinitialiser la level set de garantir une bonne approximation de la
normale, utilisée ensuite pour advecter la frontiere du domaine. Cette méthode possede 1’avantage d’étre
facilement parallélisable et implémentable a 1’inverse des schémas classiques basés sur la méthode des
différences finies. La minimisation de la compliance, probléme récurrent en optimisation de forme, nous
donne d’excellents résultats. L’ objectif est ensuite d’utiliser la différenciation automatique de FEniCSx
pour résoudre des problemes non auto-adjoints.
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