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Résumé — La méthode LATIN offre une modularité intéressante pour la simulation de problemes
multiphysiques fortement couplés grice a la notion d’interface entre physiques, qui permet de traiter les
physiques séparément sur tout le domaine espace-temps, tout en assurant le couplage. Dans ce travail,
cette interface est exploitée pour étendre la méthode a I’utilisation de modeles de natures différentes
pour chaque physique. Le couplage d’un modele haute fidélité a un modele réduit PGD, potentiellement
pré-calculé, puis enrichi a la volée, est illustré sur un probleme de thermoélasticité.
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1 Introduction

La majorité des systemes industriels modernes met en jeu des interactions entre plusieurs phéno-
menes physiques, par exemple mécaniques, thermiques ou chimiques. Face aux exigences croissantes de
précision et de réalisme pour la simulation numérique de ces systemes complexes, il devient impératif de
tenir compte de leur comportement multiphysique. On s’intéresse plus particulierement aux problémes
multiphysiques couplés en volume, dans lesquels les différentes physiques interagissent a travers les re-
lations de comportement. Un exemple typique est celui du couplage thermomécanique, qui fera I’objet
de cette étude.

Dans le cas d’un couplage fort, c’est-a-dire lorsque tous les phénomenes physiques s’influencent
mutuellement, des stratégies de résolution dédiées sont nécessaires. On distingue deux approches cou-
ramment utilisées pour la simulation numérique de problemes couplés [9]. La résolution monolithique
directe (e.g. [3]) consiste a traiter simultanément tous les phénomenes physiques au sein d’un code spéci-
fique au probléme considéré. A I’inverse, les physiques sont traitées 1’une apres 1’autre dans les stratégies
de partitionnement (e.g. [7, 12]), avec potentiellement des sous-itérations a chaque pas de temps pour as-
surer le couplage. Les interactions entre physiques y sont vues comme des chargements imposés.

Ce travail porte sur une stratégie de partitionnement alternative, basée sur le solveur LATIN [11]. Son
extension a la résolution de problemes multiphysiques repose sur le concept d’interface entre physiques
[14], qui permet de traiter les physiques de maniere découplée sur I’ensemble du domaine espace-temps,
puis de les faire communiquer entre elles. C’est ce caractere non-incrémental qui distingue la méthode
LATIN pour le multiphysique des approches partitionnées classiques, qui résolvent un pas de temps
apres 1’autre. Il est alors possible d’appliquer la technique de réduction de modeles Proper Generalized
Decomposition (PGD) [2] séparément a chaque physique.

Lors de la résolution d’un probléme multiphysique, il est essentiel de considérer en premier lieu la
maniere la plus pertinente de traiter chaque physique. Pour s’adapter aux échelles caractéristiques liées
aux phénomenes physiques sous-jacents, des discrétisations différentes peuvent étre utilisées comme
dans [4, 8] avec des approches classiques, ou encore avec la méthode LATIN pour un probleme 2D
couplant trois physiques [15]. En plus de revisiter ces travaux antérieurs de maniere robuste et dans
un cadre 3D, les nouveaux développements présentés ont pour but d’exploiter davantage encore la mo-
dularité offerte par I'interface entre physiques en proposant une extension multimodele & la méthode.
En guise d’illustration, un modele haute fidélité est couplé a un modele réduit PGD, d’abord construit
spécifiquement pour le probleme traité, puis pré-calculé sur un probleme annexe.



2 Probleme multiphysique traité

Décrivons brievement un probléme de thermoélasticité linéaire [13]. Soit une structure occupant un
domaine Q initialement fixé a une température uniforme 7p, que I’on étudie sur un intervalle de temps
I sous les hypotheses de petites perturbations et d’évolution quasi-statique. Cette structure est soumise
a une force volumique ]:d une source de chaleur volumique ry4, un déplacement 1, sur une partie de la
frontiere I',, un effort F; sur la partie complémentaire de la frontiere I'r, une température 6, sur une
autre partie de la frontiere I'g et un flux de chaleur —y, sur la partie complémentaire I', (voir Figure 1).
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FIGURE 1 — Probleme thermomécanique de référence sur le domaine Q.

Les quantités d’intérét mécaniques sont les déformations € et les contraintes 6. En thermique, on
s’intéresse 2 I’incrément de température 8 par rapport 2 Tp, son gradient x, 1’opposé de la densité de flux
de chaleur y et un terme source généralisé R. Notons que le choix des quantités d’intérét et la formulation
des équations qui en découle permettent de vérifier les conditions de convergence de la méthode mise en
ceuvre, énoncées dans [11]. Le probleme de thermoélasticité linéaire consiste donc a trouver s = (Sy, St)
sur Q x I, avec sy = (€,0) et sy = (0, R, x,y), vérifiant a tout pas de temps :

— les équations d’admissibilité mécanique :

1
g= 3 (gradﬂ —|—Tgradﬂ) surQ et u=u,; surly

divo+f, =0 surQ et on=F,; surlF W
— les équations d’admissibilité thermique :
x=grad® surQ et 6=60; surly @
divy+rg=R surQ et y-n=y; surl)
— les relations de comportement couplées, qui s’écrivent dans le cas isotrope linéaire :
c=%K:e—P6l y=kx R=pch+BTTre 3)

avec X le tenseur d’élasticité, B = a(2u+3A) le coefficient de couplage thermoélastique, o le coefficient
de dilatation thermique linéaire, A et u les coefficients de Lamé, k la conductivité thermique et pc la
capacité thermique volumique.

3 La méthode LATIN-PGD pour les problemes multiphysiques

La méthode LATIN est un solveur itératif proposé initialement pour traiter des problemes non-
linéaires dépendant du temps [11], mais elle a depuis été étendue — entre autres — a la résolution de
problemes multiphysiques couplés [5]. Dans la présentation qui suit, seules les idées principales sont
présentées. La méthode complete a été décrite dans [6] pour les problemes multiphysiques.

3.1 Solveur itératif LATIN

Le point de départ de la méthode LATIN consiste a séparer les équations du probleme en deux
groupes. On introduit alors :



— l’espace Aq des champs vérifiant les équations d’admissibilité linéaires monophysiques, mais
globales sur I’espace :

Aa 2 {s= (su,s7) | sw vérifie (1) et sy vérifie ()},

— l’espace I' des champs satisfaisant les relations de comportement locales, mais potentiellement
couplées :
r<{s

§ vérifie (3)} .

L’espace I' peut €tre assimilé a une interface entre physiques, a I’'image de I’interface entre les do-
maines solide et fluide d’un probléme d’interaction fluide-structure. La particularité de I’interface entre
physiques, sur laquelle le comportement couplé doit étre vérifié, réside dans le fait qu’elle occupe le
domaine Q entier.

La solution s, du probleme de référence est donc définie par : s, = AqNI'. Pour s’en approcher, la
méthode LATIN propose un schéma itératif en deux étapes, illustré en Figure 2. Par I’intermédiaire de
deux directions de recherche E* et E~, des solutions intermédiaires appartenant alternativement a Aq et
I’ sont construites.
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Itération n + 1

FIGURE 2 — Schéma itératif de la méthode LATIN.

Apres une initialisation découplée des champs sy, chaque itération se compose :
— d’une érape couplée locale, qui nécessite la résolution d’un systeme couplé en chaque point de
Gauss et a tout pas de temps;
— d’une étape découplée linéaire, qui consiste a résoudre un systeme linéaire global pour chaque
physique.
Par conséquent, les difficultés sont séparées puisqu’on évite de traiter un probléme a la fois non-
linéaire couplé et global sur I’espace. Les itérations se poursuivent jusqu’a ce qu’un indicateur de conver-
gence, représentant la distance entre deux solutions successives S et s, soit jugé suffisamment petit.

3.2 Proper Generalized Decomposition (PGD)

La particularité du solveur itératif LATIN consiste a manipuler des solutions intermédiaires définies
non seulement sur tout le domaine spatial €2, mais aussi sur I’intervalle temporel entier I. De plus, lors de
I’étape découplée, chaque physique est définie par un probleme linéaire indépendant. Il est alors possible
d’utiliser la méthode de réduction de modeles Proper Generalized Decomposition (PGD) [2] séparément
pour chacun de ces systémes linéaires.

L’approximation PGD consiste & exprimer le champ solution d’un systéme linéaire sous une forme
a variables espace-temps séparées. Les champs de déplacement u et de température 0, définis sur Q x I,
sont ainsi recherchés sous la forme :

Ny
u(M.1) ~ ug(M,1) + Y M (1) A} (M) “4)
i=0

No
(M, 1) ~ 8(M,1)+ Y A (1)A} (M) (5)
i=0
ou u, et Bp sont les champs issus de I'initialisation de I’algorithme LATIN, satisfaisant les conditions
aux limites de Dirichlet. Les fonctions de 1’espace AiIj (M) sont générées a la volée en méme temps que
la solution du probléme, a I’aide d’un algorithme glouton, et forment une base réduite de fonctions de
I’espace.
Contrairement aux approches construisant simultanément les modeles réduits des champs de dé-
placement et de température [1], appliquer la PGD séparément aux deux physiques au sein du solveur
LATIN permet d’avoir des bases de tailles N, et Ng différentes.



4 Une premiere approche multimodéle

4.1 Role de I’interface entre physiques

Puisque les physiques sont traitées indépendamment au cours de 1’étape découplée, il est envisa-
geable d’utiliser des discrétisations spatiales ou temporelles différentes pour chacune [14, 15], voire des
modeles de natures différentes. Pour ce faire, I’unique condition est de disposer des opérateurs de trans-
fert adéquats pour exprimer toutes les quantités sur I’interface, sur laquelle les équations couplant les
deux physiques doivent étre satisfaites. Ainsi, ’interface entre physique joue le réle d’un espace d’ac-
commodation lorsque les physiques sont traitées différemment.

En guise de premiere approche multimodele, un modele réduit obtenu avec la PGD est couplé a un
modele haute fidélité, qui correspond a une résolution directe du systéme linéaire a 1’étape découplée.
Dans ce cas, le transfert sur I’interface entre physiques des grandeurs issues du modele réduit, qui se
présentent sous la forme de couples de fonctions du temps et de 1’espace, est immédiat puisqu’il suffit
d’appliquer la relation (4) ou (5). Notons que la PGD pourrait évidemment &tre appliquée a la fois a
la mécanique et a la thermique durant I’étape découplée. Néanmoins, I’objectif est ici de montrer la
faisabilité d’une extension multimodele de la méthode LATIN appliquée au multiphysique.

4.2 Couplage modele réduit — modele haute fidélité

Le cas test est le probleme tri-dimensionnel de la Figure 3, maillé avec 5640 éléments tétraédriques.
La durée de I’étude est fixée a 600 secondes, discrétisée en 60 pas de temps. Les propriétés du matériau
isotrope constituant la structure sont données dans la Tableau 1.
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FIGURE 3 — Géométrie et chargements appliqués pour le cas test considéré.

Module d’Young E =210GPa Conductivité thermique k=43W/m/K
Coef. de Poisson v =0,3 Capacité thermique ¢ =500J/kg/K
Masse volumique p = 7850kg/m? Coef. de dilatation linéaire o= 11 x 1070K~!

TABLE 1 — Parameétres matériau de 1’acier considéreé.

Deux cas de simulation multimodele sont étudiés :
— Cas 1 : le probleme de thermique est résolu avec un modele haute fidélité, tandis que la partie
mécanique est résolue a I’aide d’un modele réduit PGD ;
— Cas 2 : le probleme de mécanique est résolu avec un modele haute fidélité, tandis que la partie
thermique est résolue a 1’aide d’un modele réduit PGD.
Afin de mesurer la qualité de la solution obtenue, on introduit 1’erreur relative des champs de dépla-
cement u et de température 0 par rapport aux références u ¢ et Orr, issues de la résolution du probleme
avec la méthode monolithique :

ey = ||ﬂ_ﬂref||

o HG — Orer H
et = —
it | 1B
ou ||e|| représente la norme énergétique associée.

(6)
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FIGURE 4 — Courbes de convergence lors du couplage d’un modele réduit PGD avec un modele haute
fidélité.

La Figure 4 représente pour chaque physique 1’évolution au fil des itérations de I’erreur par rapport a
la référence, de I’indicateur de convergence et du nombre de modes PGD générés (en cas de résolution par
PGD). On constate que les deux cas étudiés meénent a des courbes de convergence tres similaires. Dans
les deux cas, des niveaux d’erreur tres satisfaisants sont atteints en un nombre raisonnable d’itérations.
Comme on pouvait s’y attendre, 1’utilisation d’un modele réduit pour I’une des physiques n’altere pas la
qualité de la solution obtenue. Cela découle du fait que les modes de ce modele réduit sont construits a
partir des équations du probleme et sont donc adaptés au probleme traité.

4.3 Réutilisation et enrichissement d’un modele réduit

On se focalise a présent sur le scénario dans lequel un modele haute fidélité est employé pour la partie
mécanique, tandis que la thermique est résolue avec la PGD. Contrairement a la section précédente ot le
modele réduit PGD était généré a la volée, spécifiquement pour le probléme traité, on cherche ici a réuti-
liser une base réduite déja existante. En effet, bien que 1’algorithme PGD ne nécessite pas d’information
préalable pour construire un modele réduit, il reste tout a fait possible d’initialiser la stratégie avec une
solution pré-calculée pour résoudre un nouveau probleme (voir [10] pour des problemes paramétriques).

On considere un barreau 3D de longueur L = 0,4m, a section carrée de c6té S0mm, constitué du
matériau décrit dans le Tableau 1. Les deux cas de chargement considérés sont décrits en Figure 5.

w(0.)=0 ,  uy(Lt)=0
| 100
) - ed (O? t)
: 50 | . 0q(L,1)
0
(a) Probléme initial
w(0,6) =0 ug(Lt) =0 =00 |
\
K _ 100 | | |
0 1000 2000 3000
Temps [s]
(c) Champs de température imposés [K]
(b) Probleme modifié

FIGURE 5 — Géométrie du cas test avec deux cas de chargement.



La résolution du probleme initial (Figure 5a) a permis de générer une base de modes spatiaux {A,},
pour la partie thermique, adaptée a ce premier probleme. Comme on le ferait avec une approche de
type POD, il est possible de réutiliser cette base dont nous disposons déja afin de résoudre un nouveau
probleme. Il s’agira alors de trouver les meilleures fonctions du temps pour pondérer les fonctions de
I’espace données. Le probleme modifié considéré correspond au probleme initial auquel on ajoute une
source de chaleur r; = 5 x 10°W/m?, localisée sur un trongon de longueur % (voir Figure 5b).

La Figure 6 compare, pour la partie thermique, la convergence et le nombre de modes PGD pour
différentes maniéres de résoudre ce probléme modifié. On constate sur la Figure 6 a gauche que la
réutilisation de la base pré-calculée (courbe rouge) permet effectivement de converger plus rapidement
que la résolution naive, ol ’on part de z€ro (courbe bleue) — du moins dans les premieres itérations.
Toutefois, I’erreur par rapport a la solution de référence finit par stagner; la base pré-calculée n’est plus
suffisante pour représenter le probleme modifié avec davantage de précision.

—— Résolution naive
—— Réutilisation d’une base réduite
Enrichissement d’une base réduite
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FIGURE 6 — Comparaison de la convergence de I’algorithme LATIN sur la partie thermique lors de la
résolution du probléme modifié représenté en Figure 5b.

La méme approche avait été mise en ceuvre dans [16] au sein d’'une méthode de partitionnement
classique incrémentale. La nécessité a la fois d’enrichir le modele réduit existant et de pouvoir corriger la
solution en conséquence sur I’ensemble des pas de temps avait été mise en évidence. L’ une des propriétés
remarquables de I’algorithme LATIN-PGD réside précisément dans sa capacité a pouvoir générer a la
volée des modes corrigeant I’ensemble du domaine Q x I. Ainsi, la base pré-calculée ayant servi a
initialiser I’algorithme peut étre enrichie, la rendant plus adaptée au nouveau probleme traité [10].

Pour la résolution du probléme de la Figure 5b, nous parvenons alors a la méme précision qu’avec la
résolution naive, mais avec moins d’itérations et en générant seulement quelques modes supplémentaires
(cf courbes jaunes de la Figure 6).

5 Conclusion et perspectives

Nous avons présenté un cadre modulaire adapté a la simulation multimodele de problémes multi-
physiques fortement couplés en volume. Basée sur le solveur LATIN-PGD, Ia stratégie se distingue des
méthodes classiques par 1’introduction d’une interface entre physiques occupant le volume entier, sur
laquelle les équations couplées sont satisfaites. Les physiques étant par ailleurs traitées séparément, on
propose d’utiliser différents types de modeles pour chacune. Les exemples numériques montrent la fai-
sabilité de cette extension multimodele en combinant un modele haute fidélité a un modele réduit PGD,
d’abord construit a la volée en méme temps que la solution, puis pré-calculé sur un probléme annexe.
Dans ce dernier cas, la possibilité de corriger la solution sur I’ensemble du domaine a I’aide de quelques
modes PGD additionnels permet d’améliorer les niveaux de précision atteints.



Ces premiers résultats nous permettent d’envisager d’aller plus loin dans le mélange de modeles
de natures différentes. Si I’évolution de ’'une des physiques impliquée est plus simple ou présente une
importance moindre vis-a-vis de 1’application visée, on peut imaginer utiliser un modele simplifié pour
celle-ci, réduisant ainsi les cofits de calcul. Une autre voie envisagée est de partir de données expéri-
mentales, potentiellement disponibles en faible nombre. Le comportement couplé est toujours vérifié
exactement sur l'interface entre physiques, c’est pourquoi une attention particuliere devra €tre portée
aux opérateurs permettant le transfert des quantités vers et depuis cette interface. Si toutefois la précision
atteinte n’est pas satisfaisante, on pourra dans un second temps corriger la solution sur I’ensemble du
domaine a I’aide de quelques modes PGD, a I’image de ce qui a été présenté.
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